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Аннотация. При математическом моделировании процесса сепарации дисперсного 
материала на вибрирующем сите используются детерминистические и стохастические 
подходы. Детерминистические модели описывают движение одиночных частиц над вибри
рующей просеивающей поверхностью. Принимаемые при этом допущения существенно 
упрощают физическую модель процесса. Вероятностные модели учитывают многообразие 
факторов, влияющих на процесс вибросепарации. В работе предлагается один из вариантов 
стохастического подхода описания закономерностей движения частиц дисперсного мате
риала -  математический аппарат теории цепей Маркова. Особенностью предлагаемой 
модели является то, что скорость сегрегации не считается постоянной, а меняется в 
зависимости от состояния ячеек цепи, что позволяет учитывать изменение концентрации 
мелких частиц в сепарируемом слое дисперсного материала.
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A bstract. In  m ath em atica l m o d e lin g  o f  d isp ersed  m ateria l sep ara tio n  p ro cess on  a v ib ra tin g  
sieve, d e term in is tic  and  s tochastic  app roaches are used. D e te rm in is tic  m o d els d esc ribe  the  
m o v em en t o f  sing le p artic le s  o v er a v ib ra tin g  screen ing  surface. T h e  assu m p tio n s m ad e  in  th is  case 
g rea tly  sim p lify  th e  physical m odel o f  th e  p rocess. P ro b ab ilis tic  m o d els tak e  in to  acco u n t the  
v arie ty  o f  fac to rs a ffec tin g  th e  p rocess o f  v ib ra tio n  separation . T he p ap e r p ro p o ses one o f  the  
v arian ts  o f  th e  stochastic  app ro ach  fo r d esc rib in g  th e  law s o f  d isp ersed  m ateria l p artic le s  m o tio n  - 
th e  m athem atica l appara tus o f  th e  th eo ry  o f  M ark o v  chains. A  fea tu re  o f  th e  p ro p o sed  m odel is th a t 
th e  seg regation  ra te  is n o t con sid ered  constan t, b u t v a rie s  dep en d in g  on  th e  state  o f  th e  cha in  cells, 
w h ich  allow s tak in g  in to  acco u n t th e  change in  th e  co n cen tra tio n  o f  sm all partic les in  the  separated  
lay er o f  d isp ersed  m ateria l.

Key words: M arkov chain, screen ing  surface, k inetics, lay er heigh t, ra te  o f  ex traction , 
segregation , state v ec to r, m atrix  o f  tran s itio n  p robab ilities.

М ех ан и ч еская  сеп арац и я , то  есть  разд ел ен и е  д и сп ер сн о го  м атер и ал а  по  р азм ер ам  
ч асти ц  н а ви б р и р у ю щ и х  ситах , ш и роко  р асп р о стр ан ен а  в стро и тел ьн о й , хи м и ческой , 
го р н о д о б ы ваю щ ей  и д р у ги х  отр асл ях  п ром ы ш лен ности . В и б р ац и о н н о е  во здей стви е  со 
сто р о н ы  си та  н а сы п учую  среду  п р и в о д и т  к п севд о о ж и ж ен и ю  м атери ала, коэф ф и ц и ен ты  
сухого  тр ен и я  м еж ду  ч асти ц ам и  р езк о  у м ен ьш аю тся , ч асти ц ы  л егко  п ер ем ещ аться  д р у г 
о тн о си тел ьн о  друга. Д ви ж ен и е  ч асти ц  вн утри  в и б р о о ж и ж ен н о го  слоя о б у сл о влен о  дву м я  
м ехан изм ам и : д и ф ф узи он н ы м , ко гд а  ч асти ц ы  д ви гаю тся  д р у г о тн о си тел ьн о  д р у га  по 
ан алоги и  с м о л ек у л яр н о й  д и ф ф у зи ей  в ж и д ко стях  и газах , и сегрегац и он н ы м , когда 
п р о и сх о д и т  рассл о ен и е  ч асти ц  по  кр у п н о сти  (м ел ки е части ц ы , как  правило , п ерем ещ аю тся  
вниз к ситу, а круп н ы е -  «всп л ы ваю т»  вверх) [1].

П р и  м о д ел и р о ван и и  п р о ц есса  сеп ар ац и и  д и сп ер сн о го  м атери ала, когд а  части ц ы  
расп р ед елен ы  по  ви б р и р у ю щ ем  си ту  т о н к и м  слоем , и сп о л ьзу ю т д етер м и н и сти ч ески й  п одход  
[2 -  4]. Б о л ьш и н ство  м од елей  это го  п о д х о д а  р ассм атр и вает  д ви ж ен и е  о д и н о ч н о й  частицы . 
Ф и зи ческая  кар ти н а п р о ц есса  су щ ествен н о  у п рощ ается . У ч и ты вается  вл и ян и е н екоторы х  
ф акто р о в  н а п р о ц есс  сепарац ии , ко то р ы е авто р ы  сч и таю т о п р ед ел яю щ и м и  [2].

Д ля  у вел и ч ен и я  п р о и зв о д и тел ьн о сти  к л асси ф и ц и р у ю щ его  о б о р у до ван и я  п р и х о д и тся  
п о давать  сы п у чи й  м атери ал  н а п росеи ваю щ ую  п о вер х н о сть  то л сты м  слоем . М ел к о й  части ц е 
н ео б х о ди м о  н еко то р о е  врем я, ч то бы  п р о й ти  к си ту  чер ез слой  сы п у чего  м атериала. Д ля 
о п и сан и я  зако н о м ер н о стей  д в и ж ен и я  м елки х  ч асти ц  по  ви б р о о ж и ж ен н о м у  слою  и п р о ц есса  
их  п р о н и кн о вен и я  чер ез яч ей ки  си та  и сп о л ьзу ется  сто х асти ч ески й  подход , которы й  
п о зво л яет  у ч и ты вать  ш и р о ки й  ряд  сл у ч ай н ы х  свой ств  д и сп ер си о н н ы х  м атери алов  и 
р азн о о б р ази е  ви б р о во здей стви я  си та н а сы п учую  среду.
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Стохастический подход использует дисперсионное уравнение [1,7], имеющее вид:

= di^v î - c  - V  +  D  ■ g r a d e ), (1)

где c i r , t ) плотность вероятности распределения частиц определенной фракции сыпучего
материала по виброожиженному слою, D  -  коэффициент макродиффузии, а V -  скорость 
сегрегации.

Уравнение (1) упрощается до линейного случая:
д с  2 с
-  =  - V —  +  D — у , 
dt дх д х2

(2)

где: с -  плотность вероятности положения частицы определенной фракции оказаться в 
момент времени t в координате х. Скорость сегрегации V и коэффициент макродиффузии D  
считаются постоянными величинами для частиц узкого класса крупности. Начальное 
условие уравнения (2) есть распределение частиц узкого класса крупности по слою сыпучего 
материала. Первое граничное условие соответствует отсутствию потока частиц через 
верхнюю границу слоя. Второе -  затрудненности проникновения мелких частиц через 
отверстия сита. Решение уравнения (2) есть зависимость распределения мелких частиц по 
высоте слоя в различные моменты времени, которое представляет собой ряды Фурье, 
имеющие плохую сходимость. Решение уравнения (2) включает решения дополнительных 
трансцендентных уравнений для определения собственных чисел тригонометрических рядов, 
что требует использования численных методов. Получить аналитическую зависимость 
распределения мелких частиц по высоте слоя в различные моменты времени, учитывающую 
уменьшение высоты слоя, характеристики колебаний сита, размер частиц и отверстий сита, 
невозможно.

Эффективным для моделирования закономерностей движения частиц по 
виброожиженному слою и их проникновения через отверстия сита, учитывающим 
многообразие факторов процесса вибросепарирования, является математический аппарат 
теории цепей Маркова, реализованный в среде MATLAB [5].

Слой материала разбивается на m ячеек. Вероятность принадлежать к одной из ячеек 
для частицы рассматриваемой фракции соответствует их относительной концентрации в 
ячейке. Полный набор этих вероятностей есть вектор состояния ячеек цепи:

c i

C = C2 (3)

Частицы рассматриваемой фракции в течение малого промежутка времени At могут 
переместиться только в соседние ячейки. На рис.1 показаны вероятности перехода частиц 
вверх (диффузионная составляющая d) и вниз (диффузионная составляющая d  и 
сегрегационная составляющая v).
Эти составляющие связаны с параметрами дисперсионного уравнения (2) соотношениями

v =  'VM. ; (4)

d  =

Ax
D A t

Ax 2 ’ (5)

где V -  размерная скорость сегрегации, D  -  размерный коэффициент макродиффузии.
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pu =d

d=

Рис.1. Схема переходных вероятностей ячейки слоя
Б у д ем  о п р ед ел ять  со сто ян и е яч еек  ц еп и  н а н ал и чи е в них ч асти ц  р ассм атр и ваем о й  

ф р акц и и  в р азл и ч н ы е м о м ен ты  вр ем ен и  tk=(k-1)^t, k = l , 2 , _ ,  гд е k -  ном ер  п ер ех о д а  (ан алог 
врем ени ), с п ом ощ ью  м атр и ч н о го  р ек у р р ен тн о го  равенства:

С  =  P C ^ , (6)
где: Р  -  м атр и ц а п ер ех о д н ы х  вероятн остей , которая  и м еет  вид:

P''

Psk1 PU2 0 ... 0 0

Pdl pSi ... 0 0
0 Pd 2 ... 0 0

0 0 Pk... P s (m—1) Pkum
0 0 0 0 Pd (m—1) Pksm

(7)

где -  вер о ятн о сти  п ерей ти  в теч ен и е  A t в верхн ю ю  сосед н ю ю  ячей ку , -  вероятн ости

п ер ей ти  в теч ен и е  A t в н иж ню ю  сосед н ю ю  яч ей ку  и р^ -  вер о ятн о сти  в теч ен и е  A t остаться  

в д ан н о й  ячейке.
В  ряд е р аб о т  [ l ,  5, 6] счи тается, что  п р и вед ен н ы е сто х асти чески е  ко эф ф и ц и ен ты  d  и  v 

п о сто ян н ы  д л я  ч асти ц  р ассм атр и в аем о й  ф р ак ц и и  сы п учей  ср еды  в теч ен и е  всего  врем ени  
п р еб ы ван и я  сы п у чего  м атер и ал а  на п о вер х н о сти  сита. О д н ако  п ри  п ер ех о д е  ч асти ц  из 
вер х н ей  яч ей к и  слоя в н и ж н ю ю  м атем ати ч ески  во зм о ж н о  п ер еп о л н ен и е н и ж н и х  яч еек  
ч асти ц ам и  сы п учей  среды , что  ф и зи чески  н евозм ож н о.

В ер о ятн о сти  п ер ех о д о в  из i - й  яч ей ки  рассч и ты ваю тся  по  ф орм улам :

pUi = d = const;
p ’Bi = d  + Vo(l -  C .̂ 1k ); 

1Pti Pti ■pdii ■-

(8)

(9)

(10)

где ^  -  скорость  сегр егац и и  ч асти ц  м елкой  ф р ак ц и и  в яч ей ку  без так и х  части ц , а м н ож и тель  

(1 — ) у ч и ты в ает  зам ед л ен и е  ско р о сти  сегрегац и и  по  м ере зап о л н ен и я  след ую щ ей

яч ей ки  ч асти ц ам и  м елкой  ф ракцией .
В ы х о д  части ц  м елко й  ф р акц и и  в п о дси то во е  п р о стр ан ство  м о ж ет  б ы ть  описан  

сл ед у ю щ и м  образом . Н а  каж д о м  вр ем ен н о м  п ер ех о д е  п осле воздей стви я  н а вектор  состоян и я 

С к м атр и ц ей  P  из н и ж н ей  яч ей к и  цеп и  вы вод и тся  д оля со д ер ж ащ ей ся  в ней  части ц

м елко й  ф р акц и и  по  м етоди ке , и зл о ж ен н о й  в [7]. В ы х о д  ч асти ц  м елкой  ф р акц и и  из нин ей  
яч ей ки  слоя  в п о дси то во е  п р о стр ан ство  со стави т
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+1  +1 к

q -  C m ' Vf ,
а оставш аяся  в ней  д оля ч асти ц  м елкой  ф р акц и и  р авн а

C к+1 
m :- Cm,+1 (l -  ),

(11)

(12)

где := -  оператор  п рисваиван и я.
К и н ети к а  сеп ар ац и и  ч асти ц  м елкой  ф ракц и и  за  к  + 1  п ереход  рассч и ты вается  по 

ф орм уле
1 1 к+1 1 1

+1 -  X  q "+1. (13)
0

Х арактер  д ви ж ен и я  м атер и ал а  вн утри  слоя, о тр аж ается  н а вы х о д е ч асти ц  м елкой  
ф р акц и и  в п о др еш етн ы й  продукт. В л и ян и е  н ел и н ей н о сти  м од ели  и лл ю стр и р у ется  н а рис.2а, 
где п р и вед ен а  ки н ети ка  ви б р о сеп ар ац и и , р ассч и тан н ая  при  d=0 ,2 ; vo=0,2; v f=0,02.

С р авн ен и е кри вы х  ки н ети ки  п р о ц есса  п о казы вает , что  л и н ей н ая  м од ель  д ает  
зав ы ш ен н ы е р езу л ьтаты  по  вр ем ен и  сепарирован и я. Т ак  при  и звл ечен и и  части ц  м елких  
ф р акц и й  из и сх о д н о й  см еси  80%  врем я сеп ар и р о ван и я  по  л и н ей н о й  м од ели  в 2 р аза  м еньш е 
вр ем ен и  сеп ари рован и я, о п р ед ел ен н о го  по  н ел и н ей н о й  м одели . Н а  рис. 2б, аргум ен т 
н о р м и р о ван  н а вели чи н у  ksc -  врем я п р о ц есса  и звл ечен и я  п о ло ви н ы  ч асти ц  м елко й  ф ракц и и  
из и сх о д н о й  см еси. В идн о , ч то  гр аф и к  ки н ети ки  сеп ар и р о ван и я , рассч и тан н ы й  по 
н ел и н ей н о й  м од ели  о тстает  от  граф и ка, р ассч и тан н о го  п о  л и н ей н о й  м одели .

а)

k /k s o

Рис. 2. Сравнение кинетики вибросепарации по линейной (1) и нелинейной (2) модели

У м ен ьш ен и е  вы соты  слоя сы п у чего  м атер и ал а  н а си те у ч и ты вается  в п р ед лагаем о й  
м о д ел и  п р о ц есса  сл ед у ю щ и м  образом . Ч асти ц ы  м елкой  ф р ак ц и и  более и н тен си вн о  у х о д ят  
из верхн их  яч ей ках  цепи. В  како й -то  i -  й  яч ей ке  со д ер ж ан и е ч асти ц  м елкой  ф р ак ц и и  С к
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стан о ви тся  м ен ьш е н еко то р о й  н ап еред  зад ан н о й  м алой  вели чи ны , то  со д ер ж ан и е С}^ 
п ер ен о си тся  в след ую щ ую  i+ 1  ячей ку . С о дер ж ан и е ф р ак ц и и  в i -  й яч ей к е  п ри р авн и вается  к 
нулю . Т аки м  образом , зап и р аю тся  i вер х н и х  яч ей ки  цепи. О ставш и еся  вни зу  яч ей ки  
со ставл яю т новую  вы со ту  слоя.

С ы п у ч и й  м атери ал  н ах о д и тся  н а си те в в и б р о о ж и ж ен н о м  состоянии . Е го  п оведени е 
ан ал о ги чн о  п о веден и ю  к ап ельн о й  ж и дкости , а ск о р о сть  п р о н и кн о вен и я  ч асти ц  м елкой  
ф р акц и и  сквозь  си то  м ож ет р ассм атр и ваться  как  скорость  и стеч ен и я  ж и д ко сти  под  нап ором , 
о п р ед ел яем ы м  в ы со то й  слоя  и ли  ч и сло м  р аб о таю щ и х  я ч еек  m -  i.

П о это м у  в п ер во м  п р и б л и ж ен и и  м ож н о  п рин ять , что
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к
v f  =  v f  0

{m -  i(k))
0,5

V m
(14)

J
где { m  — i ( f ) )  -  вы р аж ен н ая  через ч и сло  я ч еек  п ер ем ен н ая  вы со та  слоя, v  -  скорость

п р о н и кн о вен и я  м елки х  ч асти ц  через о твер сти я  си та п ри  н ач ал ьн о й  вы соте слоя, вы р аж ен н ая  
через m яч еек  слоя.

Н а  рис.3 п оказано , что  н а н ач ал ьн о й  стади и  ки н ети ка  сеп арац и и  в случаях , когда 
скорость  и звл ечен и я  м елких  ч асти ц  из и сх о д н о й  см еси  п о сто ян н ая  и п ерем ен ная, п очти  
один акова . О д н ако  с д ал ьн ей ш и м  у б ы в ан и ем  ск о р о сти  и звл ечен и я  п р о ц есс  сеп арац и и  
зам етн о  зам едляется .

В вед ен и е  зав и си м о сти  и н тен си вн о сти  и звл ечен и я  от  вы соты  слоя, вы зван н о го  
п ер ем ещ ен и ем  из вер х н и х  яч еек  слоя  ч асти ц  м елко й  ф ракци и , п о вы ш ает  н а 15%  то ч н о сть  
о п р ед ел ен и я  степ ен и  и звл ечен и я  в ее р еальн о м  р аб о ч ем  д и ап азо н е  70 -  85% .

1

о &

0 6

0.4

0 2

i  ̂ >

/  i

200 400 600 к

Рис.3. Кинетика извлечения мелкой фракции при постоянной (а) и переменной (б) скорости извлечения

Д ля и ссл ед о ван и я  д ви ж ен и я  ч асти ц  по  ви б р о о ж и ж ен н о м у  слою  и и звл ечен и я  м елки х  
ч асти ц  из б и н арн ой  см еси  в п о дси то во е  п р о стр ан ство  б ы л а со зд ан а  л аб о р ато р н ая  установка , 
п р и н ц и п и ал ьн ая  сх ем а и вид  ко то р о й  п о казан ы  н а рис.4 . У стан о в ка  п р ед ставл ял а  собой  
п ло ски й  экр ан  из п р о зр ач н ы х  п ласти н , которы й  м ог со вер ш ать  ко л еб ан и я  с п ом ощ ью  
виб роп ри вод а. В н у тр и  эк р ан а  н ах о д и л и сь  части ц ы , ко то р ы е м огли  п ер ем ещ аться  д р у г 
о тн о си тел ьн о  друга. И х  разм ер  со ставл ял  5 и 11 мм. М ел ки е  части ц ы  п ер ем ещ али сь  вниз к 
ситу  и п р о вал и вал и сь  в п о дси то во е  простран ство . Р азм ер  отвер сти я  си та со ставл ял  8 мм.

О п ы ты  п р о во д и л и сь  п ри  след ую щ и х п арам етрах  в и б р о во зд ей стви я  си та  н а слой  
м атериала: ч асто та  ко л еб ан и й  эк р ан а  -  15 Г ц , ам п л и ту де  ко л еб ан и й  -  10 мм. Н ачал ьн ая  
ко н ц ен тр ац и я  м елких  ч асти ц  в сл о е  сы п у чего  м атер и ал а  со став л ял а  50% . П о л н о е  врем я 
п р о ц есса  -  60 секунд. В  р асчетах  ч и сло  яч еек  п р и н и м ал о сь  m  =  4. Ч и сл о  врем ен н ы х  
п ер ех о д о в  -  300 (At=0,2 с).
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а) б)
Рис.4. Схема установки (а) и вид экрана (б) с бинарной смесью частиц для сепарации: 1 -  

прозрачный экран, 2 -  сито, 3 -  эксцентриковый вал, 4 -  электродвигатель с регулируемым числом 
оборотов, 5 -  винты для изменения амплитуды колебаний экрана

С р авн ен и я  р асч етн ы х  и эксп ер и м ен тал ьн ы х  зн ач ен и й  и звл ечен и я  м елки х  части ц  в 
п о дси то во е  п р о стр ан ство  в р азл и ч н ы е м о м ен ты  вр ем ен и  п о зво л и л и  оп редели ть  
б езр азм ер н ы е сто х асти чески е  п ар ам етр ы  м одели : ко эф ф и ц и ен т  м акр о д и ф ф у зи и  d  =  0 ,005, 
н ачальн ую  скорость  сегр егац и и  vo =  0 ,026, н ачальн ую  ск о р о сть  п р о н и кн о вен и я  ч асти ц  через
отвер сти я  си та  vfo =  0 ,21.

а  k=50С,к С,'.к k= 100

Рис. 5. Опытные и расчетные данные распределения содержания мелкой фракции 
по высоте слоя и степень их извлечения в подситовое пространств 

в различные моменты времени
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Р езу л ьтаты  р асчето в  п р о вер ял и сь  и д ен ти ф и кац и ей  эксп ер и м ен тал ьн о го  и р асчетн о го  
р асп р ед елен и я  ч асти ц  м елкой  ф р ак ц и и  по  ви б р о о ж и ж ен н о м у  слою . Н а  рис. 5 п р ед ставл ен ы  
о п ы тн ы е и р асчетн ы е д ан н ы е р асп р ед ел ен и я  со д ер ж ан и я  ч асти ц  м елкой  ф р ак ц и и  по  вы соте 
слоя  и о тн о си тел ьн о е  ко ли чество  их  и звл ечен и я  в п о дси то во е  простран ство .

Н а  рис. 5 р асч етн ы е зн ач ен и я  и звл ечен и я  ч асти ц  м елкой  ф р ак ц и и  в разл и чн ы е 
м о м ен ты  вр ем ен и  вы д ел ен ы  серы м  цветом . И х  р асх о ж д ен и е  с эксп ер и м ен тал ьн ы м и  
зн ач ен и ям и  со стави л о  0,9% . Р асх о ж д ен и е  р асчетн ы х  и эксп ер и м ен тал ьн ы х  д ан н ы х  по 
р асп р еделен и ю  о тн о си тел ьн о й  ко н ц ен тр ац и и  м елких  ч асти ц  по  яч ей к ам  слоя более 
сущ ествен н о , осо б ен н о  для  ячеек , у  ко то р ы х  б о льш и н ство  м елких  ч асти ц  п ереш ло  в ниж ни е 
яч ей ки  слоя, а д ал ее  в п о дси то во е  п ростран ство .

П р и  ко л и честве  п ер ех о д о в  k  =  200, что  со о тветству ет  вр ем ен и  сеп ар и р о ван и я  40 
секунд, слой  у м ен ьш ается  н а одну ячей ку . Р езу л ьтаты  р асчето в  так ж е  п о д твер ж д аю т 
у м ен ьш ен и е  вы со ты  сл о я  н а одну  яч ей к и  за  это  врем я. П р и  о б р аб о тке  эксп ер и м ен тал ьн ы х  
д ан н ы х  оказалось , что  ср едн ее  зн ач ен и е  р асх о ж д ен и й  о п ы тн ы х  и р асчетн ы х  кон ц ен тр ац и й  
м елки х  ч асти ц  по  всем  яч ей кам  слоя в р ассм о тр ен н ы е м о м ен ты  вр ем ен и  со стави л о  12,2% .

Заключение

У до вл етво р и тел ьн о е  со вп ад ен и е р асчетн ы х  и о п ы тн ы х  д ан ны х , к ко то р ы м  отн осятся  
и н тегр ал ьн ы е п оказатели  п р о ц есса  -  ки н ети ки  и звл ечен и я  ч асти ц  м елких  ф р акц и й  из 
и сх о д н о й  сы п учей  см еси  и л о кал ьн ы е х ар актер и сти ки  п р о ц есса  -  р асп р ед елен и е  м елких  
ч асти ц  по  слою  в р азл и чн ы е м ом ен ты  врем ени , п о дтвер д и л о  п р аво м ер н о сть  п р и м ен ен и я  
н ел и н ей н о й  м од ели  виб росеп арац и и . Э то  п о зво л яет  п о ло ж и ть  п ред лагаем ую  м од ель  в 
осн ову  и н ж ен ер н о го  м ето да  р асчета  п р о м ы ш л ен н ы х  ап п аратов  д ля  р азд ел ен и я  по  ф ракц и ям  
д и сп ер си о н н ы х  м атериалов.
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