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 Рассматривается задача управления линейными многомерными объектами, когда
качество синтезируемой системы автоматического управления (САУ)  оценивается
квадратическим критерием.
 The management problem is considered by linear multidimensional objects when quality of
synthesised system of automatic control is estimated by quadratic criterion.

1. Постановка проблемы. Пусть объект управления  описывается  линейным  векторным
уравнением  в  отклонениях
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внешних возмущений. B,A DD – матрицы, характеризующие неопределенности в задании
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+ DD iij b,a  - положительные числа,

определяющие границы изменения параметрических возмущений nDD iij b,a .
Предполагается, что объект (1) обладает свойствами полной управляемости и

наблюдаемости, а вектор возмущения x(t) доступен для измерения. Пусть известно желаемое
движение объекта, определяемое вектором задающих воздействий:

[ ],)t(g),...,t(g),t(g)t(g n21= (3)

где -)t(g i  требуемый закон изменения )t(x i .
Точность отработки задания )t(g  определяется вектором ошибки управления:

)t(x)t(g)t(e -= . (4)

Для оценки степени близости желаемого )t(g  и фактического )t(x  движений системы
управления будем использовать скалярную квадратическую функцию:
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где { } nniiqQ ´=  - квадратная вещественная матрица, компоненты которой в общем случае зависят
от времени. Относительно матрицы Q  предполагается, что она не обязательно является
положительно определенной. Считаем, что )t(x неопределенные, но ограниченные по модулю
возмущения. Предполагается, что компоненты )t(x   удовлетворяют условиям
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где -x+
n – известные положительные числа.
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Далее считается, что синтезируемая САУ обладает допустимым качеством, если выполнено
условие:

,]t,t[t,)t()t(e)t(Q)t(e)t(J k01
T

1 Îs£= (7)

где -s )t( положительная непрерывно дифференцируемая функция времени, определяющая
границу допустимой области )t(D1  для квадратического показателя качества )t(J1
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Геометрическая иллюстрация смысла целевого условия (7) показана на рис. 1.
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Рис. 1. Область допустимых ограничений.

Задача синтеза формулируется следующим образом: определить структуру и параметры
регулятора для объекта управления (1), обеспечивающего выполнение целевого соотношения (7).

2. Структурный синтез. Рассмотрим задачу структурного синтеза регулятора для объекта
управления, описываемого линейным векторным уравнением (1) по ограничениям (7) на
квадратическую меру ошибки управления (5). Решение сформулированной задачи будем
осуществлять на основе принципа гарантируемой динамики [1]. Для этой цели, в частности, можно
использовать результаты, полученные там.

Теорема 1. Пусть ).t(D)t(J 0101 Î  Тогда целевое соотношение (7) выполняется, если для
всех ]t,t[t k0Î   удовлетворяется условие
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Определим производную квадратической меры качества управления
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где матрица ТQQQ +=
)

.
В дальнейшем для простоты предположим, что уравнение объекта (1) записано в терминах

отклонений, т.е. :)t(e)t(x =

[ ] [ ] )t(M)t(uBB)t(eAA)t(e ** x+D++D+=& . (10)
Тогда функциональное соотношение (8) с учетом (1), (7) и (9) имеет вид
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Теперь потребуем, чтобы выполнялось условие
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где q1 – вещественное число, определяемое далее. С учетом соотношения (13) условие (11) имеет
вид
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что эквивалентно следующему неравенству:
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По условию теоремы 1 в начальный момент времени 0tt =  выполняется условие
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Для того, чтобы при 0tt >  и попадании значения квадратического показателя )t(J1  на

верхнюю или нижнюю границы допустимой области )t(D1 , т.е. при )t()t(J 11 s=   или
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В частном случае, когда граничная функция )t(1s  задается уравнением
)t(б)t(б 111 a=& , (16)

соотношение (15) с учетом (16) имеет вид
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где вещественное число .01 <a  Поскольку в интервале управления )t,t( k0  функция

0d)(б
t

t

2
1

o

>ttò ,

из (17) получаем, что для того, чтобы обеспечивалось целевое соотношение (8), достаточно
выполнения неравенства

.0q 11 £a- . (18)

Соотношение (18) представляет собой уравнение синтеза регулятора, определяющее
структуру и параметры искомого закона управления.

На основе полученных результатов можно сформулировать следующую теорему.
Теорема 2. Пусть )t(б)t(J o1o1 £  Тогда для объекта управления с математической моделью

вида (1) закон управления u(t), обеспечивающий гарантированное выполнение целевых
соотношений (8), описывается соотношением
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где обратная матрица
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3. Параметрический синтез. Рассмотрим объект управления, описываемый векторным
уравнением (1). Предположим, что объект является полностью управляемым и наблюдаемым, а
вектор внешних возмущений отсутствует, т.е. 0)t( =x :
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где вектор отклонений ).t(e)t(x =

Пусть структура закона управления )t(u  задана и определяется линейной обратной связью:



),t(xK)t(u ×= (22)
где матрица регулятора { } nmlikK ´= .

Уравнение замкнутой системы управления имеет вид
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где вещественные матрицы
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Задача синтеза состоит в определении матрицы K , обеспечивающей выполнение целевых
соотношений (8):

),t()t(Qx)t(x)t(J 1
T

1 s£= (24)

где все обозначения имеют прежний смысл.

Для решения сформулированной задачи структурного синтеза воспользуемся формализмом
принципа гарантируемой динамики [1]. Согласно теореме 1, целевое соотношение (24)
выполняется, если выполняется условие (8).

Условия, при выполнении которых удовлетворяется неравенство (8), дается следующей
теоремой.

Теорема 3. Пусть )t(б)t(J o1o1 £ . Тогда условие допустимого качества управления (8)

обеспечивается, если для всех ]t,t[t k0Î  выполняются соотношения
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Теперь на основе соотношения (26) получим уравнение синтеза регулятора. Производная
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С учетом динамики объекта (23),  выражений для )t(J1  и )t(J1
& , определяемых формулами

(24) и (28), соотношение (26) можно записать в виде
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Из соотношения (29) получаем матричное уравнение для определения .K
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Предположим, что существует обратная матрица
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тогда искомая матрица регулятора определяется по формуле
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Определение параметра 1p , входящего в соотношение (27), можно осуществить на основе
неравенства, подобного (31). Для этой цели, как и в 2, граничную функцию )t(1s  необходимо
задавать уравнением вида

)t(б)t(б 111 a=& ,
где -a1 параметр, имеющий отрицательное значение ( ).01 <a  Тогда аналогично изложенному
выше случаю получаем неравенство
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Замечание. Эффективное решение задачи параметрического синтеза регулятора достигается,
если каждое уравнение динамики объекта в форме Коши (1) включает хотя бы одно управляющее
воздействие ).t(u1  В случае, когда это условие не выполняется, синтез регулятора целесообразно
осуществлять из условия приближенного обеспечения условия (26):
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где )t(1
+b – положительная непрерывно дифференцируемая функция, задающая точность

воспроизведения соотношения (33). При этом производная квадратической меры качества
управления )t(J&  описывается формулой

)t()t(Jp)t(J 11 b+=& . (34)
Определение параметра 1p  осуществляется на основе использования соотношения (8).
Путем аналогичных преобразований для определения 1p  получим следующее неравенство:
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В случае, когда
)t(б)t(б 111 a=& ,

для выполнения соотношения (36) достаточно, чтобы
)t(б)p()t( 1111 -a£b+ . (37)

Для определения уравнения синтеза закона управления )t(u , т.е. матрицы K , будем
использовать известное соотношение вида
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обеспечение  которого гарантирует выполнение условия (33).
При этом функция
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а производная
x)BKA(FxxFx)t( ТТ

1 +==b
)

&
)& , (40)

где
,Qp)K)BB()AA(()QQ(F 1

**T -×D++D+×+=

( ) ( ) 1
**Т Q)KBBAA(QF,FFF -D++D+=+=

))
.

Потребуем выполнения соотношения
)t()t( 111 bg=b& , (41)

где 1g .– скалярный параметр, определяемый как решение неравенства
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В случае, когда
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неравенство (42) упрощается и имеет вид
,011 £m-g (43)

где -m1 отрицательное число.
С учетом выражений для )t(1b  и )t(1b& , определяемых формулами (39) и (40), равенство (41)

можно записать в виде
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Предположим,  что матрица  F  является симметричной.  Тогда с учетом выражения для
матрицы F  имеем
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Соотношение (45) представляет собой нелинейное матричное уравнение, решение которого и
определяет искомую матрицу регулятора .K

4. Синтез регулятора с учетом ограничений на управление. Выше рассматривался случай,
когда синтез САУ осуществлялся только по ограничениям на значения квадратического критерия
качества, т. е. из условия обеспечения соотношения (8) без учета возможных ограничений на
управления )t(u . Традиционно в теории оптимального управления учет этих ограничений
осуществляется путем введения в выражение для критерия качества дополнительной функции -
квадратической формы от вектора )t(u . Далее рассмотрим следующий вариант формализации
цели управления и учета ограничений на величины управляющих воздействий:

),t()t(Ru)t(u)t(Qx)t(x)t(J TT s£+= (46)

где -R,Q  матрицы соответствующих размерностей; -s )t( положительная, непрерывно
дифференцируемая функция, определяющая в каждый момент времени t   максимально
допустимые значения функций ).t(J

Рассмотрим задачу синтеза САУ многомерными объектами по критерию (46). Пусть
требуется определить закон управления )t(xK)t(u ×=  для объекта (1), обеспечивающий целевое
соотношение (46).

На основе теоремы 3 имеем, что для обеспечения целевого условия (8) достаточно
выполнения равенства :
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где вещественный параметр 1p  должен удовлетворять неравенству (33). Производная критерия
(46)
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где вектор-градиенты
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С учетом (48) имеем
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Соотношение (47) при этом примет вид
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С учетом (21) и выражения для производной вектора управления, можно записать
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где вещественные матрицы



,,,P ** K×DB+DA=DRK×DB+DA=DRKB+A= +++

а их элементы

.n,1i,kbap,kbap,kbap
m

1
jiijij

m

1
jiijij

m

1
j

*
i

*
ijij =×D+D=D×D+D=D×+= ååå

=n
n

+
n

++

=n
nn

=n
nn

Соотношение (50) можно записать в виде
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Последнее уравнение можно преобразовать к виду
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Отсюда получаем матричное уравнение для определения искомой :K
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Решение нелинейного матричного уравнения (52) можно осуществлять известными методами
[4-6, 8, 11-14] или на основе процедур принципа гарантируемой динамики [1].

5. Пример.  Рассмотрим задачу построения регулятора системы управления смесительным
резервуаром, входящим в состав многих технологических процессов. Он имеет два входа, через
которые поступают потоки жидкости с расходами ( )tq1 и ( )tq2 . Последние могут регулироваться
вентильными устройствами. Каждый поток содержит растворимое вещество с постоянной
концентрацией. После перемешивания в резервуаре раствор жидкости отводится по единственному
отверстию. Выходной поток характеризуется расходом ( )tq  и концентрацией )t(C  [10].

Задача управления состоит в поддержании номинальных значений расхода *q  и
концентрации *C  выходного потока жидкости путем изменения входных расходов q1(t) и q2(t).

Введем векторы состояния x(t)=[x1(t), x2(t)]Т и управления u(t)=[u1(t),u2(t)]Т, компоненты
которых представляют собой отклонения рассмотренных выше переменных от их номинальных
значений:
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Динамика объекта управления в терминах переменных состояния описывается векторным
уравнением вида

( ) ( ) ( ),tutxtx B+A=& (53)
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Структуру закона управления зададим в виде линейной обратной связи
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Задача синтеза регулятора состоит в определении элементов матрицы К, обеспечивающих
выполнение квадратического целевого соотношения

)t(б)t(Qx)t(x)t(J 1
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где .2,1,1 1
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Определим следующие матрицы
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пусть ;500p1 -=  тогда искомая матрица регулятора определяется по формуле (31)
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Проведено компьютерное моделирования САУ при заданных начальных условиях:

и построены графики управляемых процессов 1,2i(t),x i =   (рис. 2.) с учётом обеспечения
заданных инженерных требований (требуемого качества и точности.

Рис. 2. Управляемые процессы 1,2.i(t),xi =

Выводы. В данной статье рассматривается задача управления линейными многомерными
объектами, когда качество синтезируемой системы автоматического управления (САУ)
оценивается квадратическим критерием. Сама постановка задачи синтеза существенным образом
отличается от традиционной, принятой в теории оптимального управления, поскольку вместо
интегрального показателя качества вводится критерий, ограничивающий значения квадратической
меры ошибки регулирования во всем интервале управления. Это дает возможность синтезировать
высококачественные САУ.

Для целей синтеза получены аналитические условия, выполнение которых гарантирует
достижение заданных целевых соотношений. На их основе выведены уравнения синтеза искомых
законов управления. Рассмотрены особенности учета ограничений на величины управляющих
воздействий.

Процедуры синтеза регуляторов САУ основаны на методах принципа гарантируемой
динамики. Эффективность разработанных методов иллюстрируется путем расчета законов
управления конкретными техническими системами и их компьютерного моделирования.
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