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Простирающиеся симметричные пограничные слои в теории сингулярно возмущенных 
уравнений при потере устойчивости

1. Обозначения
1.1. Во всей работе ε<0 – малый параметр.

1.2.  )( ρΩQ  – пространство аналитических функций на  С⊂Ω ρ ,  где  ρΩ  – открытый круг 
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соответственно множество комплексных, действительных и натуральных чисел.

1.3. Все постоянные встречающиеся в вычислениях и не играющие важную роль обозначим 
через С~ .

1.4.  Симметрию  будем  понимать  относительно  действительной  оси,  если  не  оговорено 
противное.

1.5. ∫=
t

t
jj dsstA

0

)()( λ , )(Re),( 211 tAttA jj = , )(Im),( 212 tAttA jj =  )2,1( =j .

О  п  р  е  д  е  л  е  н  и  е  1.  Множество  точек  });{( 21 ρΩ∈tt ,  удовлетворяющие  условию 

jkjk CttA =),( 21  назовем линией уровня функции ),( 21 ttA jk  и обозначим }{ jkC .
2. Необходимые определения и постановка задачи

Пусть рассматривается задача
                                                  )(),()(),( tftxtAtx += εεε  ,                                            (1)
                                                             0

0 ),( xtx =ε ,                                                          (2)

где  constx −0 ;  ),( 0
2

0
1

0 xxcolonx = ;  }2,1,),({)( == jktatA kj ;  ))(),(()( 21 tftfcolontf = ; 
)),(),,((),( 21 εεε txtxcolontx = ; ρΩ∈t .

От  правых  частей  системы  (1)  потребуем  выполнения  следующих  условий:  I. 
)2,1,(),()(,)( =Ω∈ jkQtatf kjj ρ .

II. 0)(,0)(det: 21 ≠≠Ω∈∀ tatAt ρ .
III. Матрица )(tA  имеет собственные значения )(),( 21 tt λλ , и для них выполняются условия:
1) )()( ρλ Ω∈ Qtj , )()( 21 tt λλ = – черта означает комплексную сопряженность.
2) 0)(Re 11 <tλ  при  010 Ttt <≤ ; 0)(Re 01 =Tλ ; 0)(Re 11 >tλ  при TtT ≤< 10 .
3) 0)(Im: 1 >Ω∈∀ tt λρ .
IV.  1)  Пусть  1111011 )0,()0,( CTAtA ==  и  линия  уровня  }{ 11C  соединяет  точки  )0;(),0;( 0 Tt , 

причем }{ 11C – гладкая линия Жордана.
2)  Линии  уровня  функций  jkjk СttA =),( 21  представимы  в  виде  ),( 12 jkj Сtt ϕ= ,  причем 

существуют ),( 1 jkj Сtϕ ′ , ),( 1 jkj Сtϕ ′′  и непрерывны.

При выполнении условий  II,  III.1),  IV.1) существует область  ρΩ⊂H  ограниченная линиями 
уровня }{ 11C  и }{ 21C  (лемма 2, [2]).

Из  свойств  линии  уровня  сопряженно-гармонических  функций  известно,  что  функция 
),( 2111 ttA  убывает  или  возрастает  по  линиям  уровня  функции  ),( 2112 ttA  и  наоборот.  Функцию 



),( 2112 ttA  рассмотрим на линии уровня }{ 11C . Уравнение }{ 11C , представляется в виде ),( 11112 Сtt ϕ= . 
Подставляя эту функцию в ),( 2112 ttA  получим )),(,( 1111112 СttA ϕ , отсюда дифференцируя, имеем
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Таким образом, функция ),( 2112 ttA  убывает по линии уровня }{ 11C .
Пусть  hСttA εϕ =)),(,( 1111112 ,  h –  новая  независимая  действительная  переменная.  Из  этого 

равенства  определяется  обратная  функция  )(1 hFt ε= ,  причем  0)( <′ hF ε ,  т.е.  функция  )( hF ε  
убывает. 

V. Пусть интеграл ∫
+ ∞

′
0

)( dhhF ε  сходится.

Область  H  разделим  на  подобласти.  Существуют  линии  уровня  функции  ),( 2111 ttA , 
соединяющие  точки  интервалов  ),( 00 Tt  и  ),( 0 TT  (лемма  2  [2]),  исходя  из  этого  возьмем  линию 
уровня  )}({ 11 εC  соединяющие  точки  )0;(),0;( 0101 Tt  )( 010010 TTTtt <<<<  и 

)(),( 01001 εε Ο=−Ο=− TTtt .  Через  1H  обозначим  замкнутую  область  ограниченную  линиями 
уровня  )}({ 11 εC ,  }{ 11C  и  отрезками  ],[],,[ 01010 TTtt – действительной  оси.  Согласно  принципа 
симметрии определим область  1H  симметричная к  1H .  Оставшуюся часть области  H  обозначим 

через 0H . Таким образом, ρΩ⊂∪∪= 110 HHHH .
При 0=ε  из (1) имеем вырожденное уравнение

0)()(~)( =+ tftxtA .
Согласно условию II )0)((det ≠tA  получим 

)()()()()(~ 1 HQttftAtx ∈≡−= − ϕ .
VI.  Пусть:  1)  Существует  решение  ),( εtx задачи  (1)-(2)  в  )(HQ ;  2)  Справедливы 

асимптотические оценки (при 0→ε )
)(~)(),()(~

1211 εαϕεεα +≤−≤− СttxС , 11 HHt ∪∈ ,

)(~)(),(0 23 εαϕε Сttx ≤−≤ , 0Ht ∈ ,

где,  321
~,~,~ CCC – некоторые положительные постоянные не зависящие от  ε  и  21

~~ CC < ;  0)(1 →εα  и 
0)(2 →εα  при 0→ε .

О  п  р  е  д  е  л  е  н  и  е  2.  При  выполнении  условия  VI область  11 HH ∪  называется 
простирающимся, симметричным пограничным слоем для решения ),( εtx  задачи (1)-(2).

Из  III.2)  следует,  что  точка  покоя  присоединенной  системы  [5]  (соответствующее  (1))  не 
является  устойчивым на интервале  ],( 0 TT ,  т.е. нарушается условие устойчивости на всем отрезке 

],[ 0 Tt . В настоящее время исследование асимптотического поведения решения задачи (1)-(2), в такой 
постановке не является новой. Тем не менее, отметим, что первой работой, когда нарушается условие 
устойчивости, является [7]. Вслед за этой работой появились работы [1,3,4,6,7]. 

Во  всех  работах  вырожденное  уравнение  имеет  тривиальное  решение  и  исследуется 
асимптотическое  поведение  решения  при  близких  к  нулю  начальных  условиях,  т.е.  при  условии 

)(0 εΟ=x .  Во  первых  такие  условия  всегда  ограничивали  класс  рассматриваемых  уравнений  и 
требовали  введения  дополнительных  условий.  Во  вторых  в  названных  работах  вопрос  о 



существовании пограничного слоя не рассматривалось. Причиной этого является заданное начальное 
условие, для которой  00 →x  при  0→ε . Это условие заранее предполагает, что если существует 

устойчивое решение задачи (1)-(2) в рассматриваемой области  ( )0),(lim
0

=
→

ε
ε

tx , то пограничный слой 
не существует.

Основная цель работы исследовать задачу (1)-(2) на существование пограничного слоя. Задача 
(1)-(2) в такой постановке изучается впервые.

3. Приведение задачи к стандартному виду
Произведем  замену  )(),(),( ttutx ϕεε += ,  где  ),( εtu – новая  неизвестная  вектор  функция. 

Тогда получим задачу
                                                )(),()(),( ttutAtu ϕεεεε  −= ,                                             (3)
                                                             0

0 ),( utu =ε ,                                                           (4)

где )( 0
00 txu ϕ−= .

В силу условия II существует матрица 
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и замена ),()(),( εε tvtTtu = , где ),( εtv – новая неизвестная вектор функция, задачу (3)-(4) приводит к 
задаче

                                       )(),()(),()(),( tgtvtBtvttv εεεεεε ++Λ= ,                                   (5)
                                                               0

0 ),( vtv =ε ,                                                            (6)

где  0
0

10 )( utTv ⋅≡ − ;  )](),([)( 21 ttdiagt λλ=Λ ;  )()()( 1 tTtTtB ⋅−≡ − ;  )()()( 1 ttTtg ϕ⋅−≡ − . Из условия  I 

следует, что )()( HQtg j ∈  и )()(},2,1,),({)( HQtbjktbtB kjkj ∈== .
Произведем замену ),(),(),( εεε ttytv Π+= , где ),(),,( εε tty Π – неизвестные вектор функции, 

причем
)),(),,((),( 21 εεε tytycolonty = , )),(),,((),( 21 εεε ttcolont ΠΠ=Π .

Имеем
)()],(),()[(),()(),()(),(),( tgttytBtttyttty εεεεεεεεεε +Π++ΠΛ+Λ=Π+  .

Для определения функций ),( εtΠ  и ),( εty  напишем уравнения 
                                           ),()(),()(),( εεεεε ttBttt Π+ΠΛ=Π ,                                      (7)
                                      )(),()(),()(),( tgtytBtytty εεεεεε ++Λ= ,                                  (8)

с условиями
                                                              0

0 ),( vt =Π ε ,                                                          (9)
                                                                0),( 0 =εty .                                                          (10)

Таким образом, решение поставленной задачи приведено к исследованию задач (7)-(9) и (8)-
(10).

4. Решение задачи
Справедлива теорема.
Т е о р е м а  1. Пусть выполняются условия I-V. Тогда: 1) решение задачи (7)-(9) существует в 

)(HQ  и единственно; 2) для ),( εtΠ  справедлива оценка
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где  21
~,~,~ ССC –  некоторые  положительные  постоянные  независящие  от  ε  и 

{ }1101 ,2,1),,,(min~ HHtjttEС j ∪∈== ε , { }1102 ,2,1),,,(max~ HHtjttEС j ∪∈== ε .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Задачу (7)-(9) заменим следующими эквивалентными уравнениями



∫ Π+=Π
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∫ Π+=Π
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dssbstE
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ετ )]()([1exp),,( 1111 ,  ∫ +=
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ετ )]()([1exp),,( 2222 ,  )2,1(),( 0 =jttp j  – 

пути интегрирования соединяющая точки 0t  и Ht ∈ .
Для этих уравнений определим последовательные приближения:

0),(),( 2010 =Π=Π εε tt ,

∫ −Π+=Π
),(

1212101
0
11

01

),()(),,(),,(),(
ttp

mm dbtEttEvt τεττετεε ,

∫ −Π+=Π
),(

1121202
0
22

02

),()(),,(),,(),(
ttp

mm dbtEttEvt τεττετεε , ,...2,1=m .

Функции ),( 2111 ttA , ),( 2121 ttA  в симметричных точках имеют равные значения, следовательно, 
функции  ),(1 εtΠ ,  ),(2 εtΠ  тоже имеют одинаковые  оценки в  симметричных областях.  Исходя из 
этого  оценку  проведем  только  для  ),(1 εtΠ  и   путь  интегрирования  тоже  определим  только  для 

),(1 εtΠ , а для ),(2 εtΠ  определяется симметрично.
Пусть  Ht ∈ , то  )},({ 01 ttp  состоит из части линии уровня  }{ 11C  соединяющая точки  )0;( 0t , 

);( 21
∗tt  и отрезка соединяющая точки );( 21

∗tt , );( 21 tt .
Оценим первые приближения. Имеем

1. Пусть 1Ht ∈ , то
{ }1012

0
1201

0
111 ),,,(max~,~),,(),( HtttEСvСttEvt ∈=≤≤Π εεε .

Также, 
{ }101111

0
11 ),,,(min~,),(~ HtttEСtvС ∈=Π≤ εε .

2. Пусть 10 HHt ∪∈ , то

Ν∈≤≤Π≤ nСevСt nttA
,~~),(0

),(1
0
111

2111 εε ε .

Аналогично

1
0
2221

0
21 ,~),(~ HtvСtvС ∈≤Π≤ ε ,

1021 ,~),(0 HHtСt n ∪∈≤Π≤ εε .
Предположим

),()(),( 11 εωεε tat mm ≤Π , ),()(),( 22 εωεε tat mm ≤Π ,

где )(εma – некоторая положительная функция от ε , причем 21
~)( Сa =ε ;
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Для ),(11 εtm+Π , ),(12 εtm+Π  получим оценки
),()(),( 1111 εωεε tat mm ++ ≤Π , ),()(),( 2112 εωεε tat mm ++ ≤Π ,

где  εεε ⋅+=+ )(~~)(1 mm aССa .  При  
С~2
1≤ε ,  следует,  что  Сam m

~2)(: 1 ≤Ν∈∀ + ε .  Следовательно 

),(~2),( 121 εωε tСtm ≤Π , ),(~2),( 222 εωε tСtm ≤Π .



Аналогично доказываются оценки
),(),(~

131 εεω ttС mΠ≤ , ),(),(~
241 εεω ttС mΠ≤ ,

где 
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В итоге получим
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По методу индукции нетрудно доказать оценку
),()(),(),( 51 εωεεε tbtt mmm ≤Π−Π − ,

где  CbbСb mm
~)(,)(~)( 11 =⋅= − εεεε ,  
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εω .  При  1~ <εC  последовательность 

)},({ εtmΠ  равномерно сходится к некоторой функции  )(),( HQt ∈Π ε ,  которая является решением 
задачи (7)-(9) и для этой функции согласно (12) справедлива оценка (11).

Т е о р е м а  2. Пусть выполняются условия I-V. Тогда: 1) решение задачи (8)-(10) существует 
в )(HQ  и единственно; 2) для ),( εty  справедлива оценка

                                                      HtСty ∈≤≤ ,~),(0 εε .                                                (13)
Д о к а з а т е л ь с т в о. Задача (8)-(10) представима в виде

                                      ∫ +=
),( 0

)](),()()[,,(),(
ttp

dgyBtVty ττεττετε ,                                (14)

где  
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tt

dssdssdiagtV
ττ

λ
ε

λ
ε

ετ )(1exp,)(1exp),,( 21 ;  ),( 0 ttp –  произвольная  путь  интегрирования, 

соединяющая точки 0t  и Ht ∈ .
Для (14)  применим метод последовательных приближений.  Последовательные приближения 

определим так:
0),(0 =εty ,

∫ += −
),(

1

0

)](),()()[,,(),(
ttp

mm dgyBtVty ττεττετε ,

,...2,1),,(colon 21 == myyy mmm .
Определим пути интегрирования, как и в Теореме 1. Оценим первые приближения. 

Пусть Ht ∈ . Тогда
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Пусть  21 τττ i+= ,  −21,ττ  действительные переменные и  ),(),()( 212211 τττττ iggg += , тогда 
первый интеграл сводится к оценке интегралов вида
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где )()( 1 HQG ∈τ .

Произведем замену hCA
=

ε
τϕτ )),(,( 1111112 , )(1 hF ετ = , dhhFd )(1 εετ ′= ;

01 t=τ , 0=h ; 11 t=τ , 
εε

ϕ qСttAh == )),(,( 1111112 .



Таким образом, учитывая условие V, имеем
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Для второго интеграла получим
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К разнице ),(),( 21112111 τtAttA −  применим теорему о конечных приращениях
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По  условию  0)(Im
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t
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 и  непрерывна.  Из  сказанного  следует,  что  существует 

постоянная p<0 – не зависящая от ε  и 0
),(

2

1111 <−=
∂

∂ p
t
tA θ

. В итоге
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Окончательно
εε Cty ~),(0 11 ≤≤ .

Для ),(21 εty  имеем аналогичную оценку.
Предполагая

εεε ⋅≤ )(),( mm aty ,

где )(εma  – некоторая положительная функция от ε , причем Сa ~)(1 =ε . Для ),(1 εtym+  получим
εεε ⋅≤ ++ )(),( 11 mm aty ,

где εεε ⋅+=+ )(~~)(1 mm aССa . При 
С~2
1≤ε , следует, что Сam m

~2)(: 1 ≤Ν∈∀ + ε . Тогда

                                                         εε Сtym
~2),( ≤ .                                                  (15)

Для доказательства равномерной сходимости последовательных приближений доказывается оценка
εεεε ⋅≤− − )(),(),( 1 mmm btyty ,

где CbbСb mm
~)(,)(~)( 11 =⋅= − εεεε . При 1~ <εC  последовательность )},({ εtym  равномерно сходится к 

некоторой функции  )(),( HQty ∈ε , которая является решением задачи (8)-(10) и для этой функции 
согласно (15) справедлива оценка (13).

5. Вывод
На основе Теорем 1,2 (оценки (11),(13)) и учитывая, что  )],(),()[()(),( εεϕε tyttTttx +Π=− , 

имеем

110
0

20
0

1 ,)(~)(),()(~ HHttxCttxtxС ∪∈−≤−≤− ϕϕεϕ ;

0,~)(),(0 HtCttx ∈≤−≤ εϕε .
Таким образом,  полученные  оценки  показывают,  что  для  решения  задачи  (1)-(2),  согласно 

определению 2 существует простирающийся симметричный пограничный слой в области 11 HH ∪ .
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