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Полученная модель P  =  f  (p; S)  наглядно  по-
казывает изменение требуемой мощности при об-
работке почвы фрезерными рабочими органами.

Таким образом, полученное уравнение  (15)  от-
ражает в общем виде зависимость мощности, потре-
бляемой  СМПФ  при  выполнении  технологической 
операции по обработке почвы с учетом технологиче-
ских  параметров,  свойств  почвы  и  конструктивных 
особенностей  машины,  а  уравнение  (19)  позволяет 
оценить энергетические составляющие и их затраты 
в зависимости от режима работы конкретной СМПФ.
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Рассматривается задача формулировки системы уравнений для математического описания процессов 
объемного пластического формоизменения металлов и сплавов. Устанавливаются требования к определя-
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Математическая  формулировка  и  строгое  ре-
шение задачи объемного формоизменения металлов 
и сплавов сопряжены с серьезными затруднениями. 
Из классического определения процесса обработки 
металлов давлением – придания металлу требуемой 
формы и достижения необходимого уровня физико-
механических  свойств  –  основное  внимание  прак-
тически  всегда  обращалось  на  формообразование. 
Формирование  оптимальной  структуры,  определя-
ющей при  заданном химическом составе комплекс 
требуемых  физико-механических  характеристик, 
ограничивалось и в настоящее время ограничивает-
ся раздроблением литой структуры, а получение ра-
циональной микроструктуры и размельчение зерна 
до  уровня  ультрамелкого  остаются  за  процессами 
последующей термической обработки.

Задача  нахождения  аналитическим  путем 
технологических  параметров  операций  объемно-
го  формоизменения  связана,  в  первую  очередь,  
с  установлением  полей  температур,  напряжений  

и скоростей деформаций. Для их установления бу-
дем  считать,  что  движение  материальных  частиц 
сплошной  среды  совершается  относительно  не-
подвижной системы координат 0хуz. Проследим за 
тем, что происходит с течением времени в некото-
рой точке рассматриваемого пространства.

Пусть V(vx,vy,vz) – вектор скорости перемещения 
материальной частицы в точке М(х,у,z). За бесконечно 
малый промежуток  времени dt  находящаяся  в  точке 
М(х,у,z) частица перемещается в точку с координата-
ми  ( ),  так  что   
будут  компонентами  ее  бесконечно  малых  переме-
щений. Построим по этим перемещениям тензор де-
формаций  и  отнесем  его  к  промежутку  времени  dt.  
В результате получим тензор скоростей деформаций

    (1)

где  .
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Геометрические  координаты  пространства 
x, y, z и время t называются переменными Эйлера, 
а  само  пространство,  в  котором  функционируют 
эти  параметры  движения,  называется  эйлеровым. 
Иными словами, движение сложной среды предпо-
лагается  известным,  если  кинематика  течения  за-
дается в виде функций координат и времени.

В дальнейшем будем придерживаться эйлеро-
ва представления, которое оказывается более удоб-
ным по сравнению с лагранжевым.

Пусть  заданным является поле  скоростей пе-
ремещений,  если  соответствуют  тензор  скоростей 
деформаций    и  скоростей  относительного  изме-
нения объема   в форме

.  (2)
Кроме этого, становится легко определяемым 

девиатор скоростей деформаций   с компонентами
  (3)

и его интенсивность

  (4)

причем   – символ Кронекера.
Напряженное состояние в точке определяется 

симметричным тензором второго ранга  . Девиа-
тор напряжений S определяется компонентами

  (5)
где   – среднее напряжение или гидро-
статическое давление.

Интенсивность напряжений будет равна:

  (6)

В  механике  развитых  пластических  дефор-
маций  большая  роль  отводится  максимальному 
касательному напряжению. С ним связаны опреде-
ление сдвиговых усилий в среде и, как следствие, 
формулировка граничных условий контакта, влия-
ющих на выбор режимов формообразования.

Можно  утверждать,  что  в  процессах  дефор-
мации малой  кривизны,  когда  вектор напряжений 
направлен  по  касательной  к  траектории  скорости 
деформаций,  векторный  закон  связи  между  деви-
атором  напряжений  S  и  скоростей  деформаций   
выражается зависимостью

  (7)

где  для  интенсивности  напряжений  и  скоростей 
деформаций записаны формулы (6) и (4).

Термодинамический анализ, осуществленный 
в  [1],  показывает  существование  соотношений 
(уравнений  состояния),  устанавливающих  зависи-
мость  давления  и  интенсивности  напряжений  от 
кинематических и температурных скалярных вели-
чин. Полученные при этом функционалы совмест-
но с векторной связью (7) определяют зависимость 
напряжений от параметров процесса.

Для  практического  использования  в  соотно-
шение (7) введены следующие упрощения принци-
пиального характера [1, 2]:
 ¾ при больших пластических деформациях при-

менительно  к  задачам  обработки  металлов 
давлением  изменение  плотности  деформи-
руемого  материала  считается  малым  и  связь 
между давлением и изменением объема заме-
няется условием несжимаемости

;  (8)
 ¾ уравнение  состояния  принимают  вид  функ-

ций, которые, если пренебречь влиянием дав-
ления, записываются так:

  (9)
где q – абсолютная температура; b – параметр со-
стояния;  eu  – интенсивность деформаций, опреде-
ляемая интегралом

.  (10)

При  выполнении  представленных  упрощаю-
щих условий зависимость (7) в координатной фор-
ме перепишется в виде

  (11)

причем,  как  и  выше,    –  соответственно  со-
ставляющие тензоров напряжений и скоростей де-
формаций;   – среднее напряжение;   – интен-
сивности напряжений и скоростей деформаций.

Укажем,  что формально  определяющие  урав-
нения  (11)  совпадают  с  соотношениями  теории 
течения  Сен-Венана–Леви–Мизеса  [3].  Отличие 
состоит в зависимости интенсивности напряжений 
не  только  от  интенсивности  скоростей  деформа-
ций, но и от других параметров процесса (9).

Дополним  записанные  определяющие  соот-
ношения  (11)  дифференциальными  уравнениями 
равновесия Навье–Коши:

  (12)
где Fi – проекции объемных сил.

Уравнения  связи  между  скоростями  дефор-
маций и перемещений приведены в виде (1), а ус-
ловие  несжимаемости  в  скоростях  представимо  
в форме 
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  (13)
Остановимся  на  краевых  условиях.  В  про-

цессе  формоизменения  деформируемая  заготовка, 
занимающая  в  эйлеровом  пространстве  область  
с кусочно-гладкой границей, взаимодействует с ин-
струментом и окружающей средой. В изотермиче-
ских условиях тепловые взаимодействия при низ-
ких  скоростях можно  не  принимать  во  внимание. 
Если на части границы заданы напряжения, то на 
ней выполняются статические граничные условия, 
которые имеют вид

  (14)
где   – составляющие внешних воздействий;   – 
направляющие косинусы нормали n к поверхности 
контакта.

Условия  трения  на  контактной  поверхности 
представляются зависимостью

  (15)
где τk – интенсивность сил трения на контакте ма-
трицы и деформируемого материала;   – макси-
мальное касательное напряжение; χ – коэффициент 
пропорциональности,  определяемый  эксперимен-
тально [4].

В  равенстве  (15)  предполагается,  что  вектор 
касательного напряжения направлен противополо-
жено перемещению и составляет часть максималь-
ного  касательного  напряжения,  а  величина  c  есть 
функция параметров процесса.

Итак,  уравнения  равновесия  (12),  геометри-
ческие  зависимости  (1),  условие  несжимаемости 
(13),  определяющие  соотношения  (11),  уравне-
ние  состояния  (9)  вместе  с  начальными  данными  
и условиями на поверхности (14), (15) составляют 
полную  систему  уравнений,  достаточную  для  ис-
следования  процессов  пластического  формообра-
зования в широком диапазоне температур и скоро-
стей деформаций для обширного класса металлов 
и сплавов.

Естественным  можно  считать  обоснование  
и создание условий, обеспечивающих возможность 
формообразования  при  приложении  меньших  де-
формирующих  усилий.  Такие  условия  реализуют-
ся при использовании эффекта сверхпластичности, 
особенности проявления которого для промышлен-
ных алюминиевых сплавов изложены в [5, 6]. Здесь 
можно  путем  оптимального  сочетания  силовых, 
кинематических и термических параметров прогно-
зировать изготовление полуфабрикатов с качествен-
ными структурными показателями при сравнитель-
но невысоких деформирующих усилиях. 

Современный  уровень  теоретических  и  экс-
периментальных  исследований  позволяет  рассма-
тривать  сверхпластичность  как  особое  состояние 

поли-кристаллического  материала,  пластически 
деформируемого  при  пониженном  напряжении 
с  сохранением  в  продеформированном  металле 
ультрамелкой  исходной  структуры  (микрозерен-
ная  сверхпластичность)  или  с  ее  формированием 
в  процессе  нагрева  и  деформации  (динамическая 
сверхпластичность).

В конкретных технологических процессах на-
личие сверхпластичности можно установить лишь 
косвенным  путем.  Очаг  деформации  не  удается, 
как правило, перевести полностью в сверхпласти-
ческое  состояние  из-за  сильной  неоднородности 
полей  температур  и  скоростей  деформаций.  Изо-
термические условия в оптимальном, с точки зре-
ния  сверхпластичности,  температурном  режиме 
[5, 6] вносит определенные упрощения, поскольку 
ответственность за осуществление эффекта сверх-
пластичности перекладывается на поле  скоростей 
деформаций.  В  соответствии  со  скоростными 
ограничениями [5, 6] в очаге деформации появля-
ются, помимо сверхпластической, области высоко-
температурной  ползучести  и  термопластичности  
[7, 8]. Сказанным подчеркивается сложность физи-
ческих процессов в очаге деформации, разнообра-
зие структурных состояний и, как следствие, пара-
метров,  характеризующих  механические  свойства 
материала  деформируемой  заготовки.  Это  озна-
чает,  что уравнение  состояния должно удовлетво-
рять условиям перехода материала в сверхпластич-
ность,  имеющим  аналитическую  формулировку. 
Указанное уравнение должно адекватно описывать 
не  только  закономерности  сверхпластического  те-
чения, но и пограничные состояния термопластич-
ности и высокотемпературной ползучести.

Обобщая  сказанное,  можно  утверждать,  что 
использование  сверхпластичности  –  уникально-
го  свойства  многих  конструкционных  металлов  
и сплавов – создает предпосылки для применения 
технологических  режимов  обработки  с  понижен-
ным  сопротивлением  деформированию,  с  высо-
ким качеством конечного продукта и, естественно,  
с меньшими энергозатратами.

Литература
1.  Кийко А.И. Пластическое  течение  металлов 

//  Научные  основы  прогрессивной  техники 
и  технологии.  М.:  Машиностроение,  1985. 
С. 102–133.

2.  Кийко И.А., Морозов Н.А., Казаков В.Г. Прин-
ципы  и  методы  адаптационного  математи-
ческого  моделирования  и  его  применение  
в  автоматизированных  системах  управления 
(АСУТП)  обработки  металлов  давлением  // 
ДАН СССР. 1978. Т. 241. № 2. С. 318–321.

Я.И. Рудаев, С.М. Сулейманова



Вестник КРСУ. 2012. Том 12. № 1070

Механика

УДК 539.374.1; 539.42 (575.2) (04)

УПРУГОСТЬ И НЕУПРУГОСТЬ СЕРОГО ЧУГУНА

Б.А. Рычков, В.А. Паняев, И.В. Гончарова

Показано, что условия упругости и прочности выражаются на основе свойств огибающей к соответству-
ющим предельным кругам Мора. Выявлен механизм разрыхления чугуна, которое при определенном на-
пряженном состоянии сменяется уплотнением. Достигнуто соответствие расчетных и экспериментальных 
данных для чугуна СЧ15-32.

Ключевые слова: упругость; прочность; круги Мора; деформации.

1.	 Техника	 эксперимента.	 Объектом  иссле-
дования являлся серый чугун, близкий по химиче-
скому  составу  и  механическим  свойствам  к  марке 
СЧ15-32. Из чугуна одной плавки отливали болван-
ки диаметром 80–90 мм и длиной 450–480 мм; при 
этом выдерживали одну технологию заливки мате-
риала в литейные формы, что обеспечивало получе-
ние отливок примерно одинакового качества. 

Замеры  деформаций  осуществляли  с  помо-
щью  тензодатчиков  сопротивления  ФКПА-5-100, 
ФКПА-10-100,  ПКБ-20-100,  которые  наклеивали 
согласно заводской технологии с двух противопо-
ложных  сторон в  средней части образца. Опреде-
ление  коэффициента  тензочувствительности  тен-
зодатчиков производили  выборочно для  5–6 % от 
общего количества датчиков в серии.

2.	Проверка	материала	на	однородность	ме-
ханических	 свойств	и	изотропию. Специальные 
эксперименты были поставлены для выяснения во-
проса о том, как меняются механические свойства 
материала по высоте и поперечному сечению бол-
ванок. Этим преследовали цель получить рекомен-
дации по выбору места в отливке для изготовления 
образцов,  обладающих  близкими  механическими 
свойствами.

Болванку подвергали обработке фрезеровани-
ем по всей длине с двух противоположных сторон 
с таким расчетом, чтобы из нее получилась пласти-

на  толщиной  30, шириной  70–80  и  длиной  около 
400–430  мм.  Всего  было  изготовлено  три  таких 
пластины. Из  определенных мест  по  высоте  этих 
пластин в направлении продольной оси пластины 
под углом 45° и в поперечном направлении выре-
зали образцы диаметром 20 и длиной 50 мм, кото-
рые  затем  испытывали  на  одноосное  сжатие.  Ре-
зультаты эксперимента показали, что наибольшую 
прочность имеют образцы, вырезаемые из нижней 
части  болванки,  что  объясняется  повышенной 
скоростью  охлаждения  чугуна  при  затвердевании 
(более мелкое зерно). Колебания по прочности об-
разцов каждой группы лежат в широких пределах. 
По  высоте  стержня  (на  участке ¾ длины отливки 
за исключением нижней части) они невелики и на-
ходятся в пределах разброса эксперимента. Откло-
нения по средним значениям модуля упругости для 
каждой из  трех различно ориентированных  групп 
образцов не превышали 4 %. Аналогичная карти-
на  имела  место  и  для  коэффициента  поперечной 
деформации  (отношение  поперечной  деформации 
к продольной). Все это указывает на незначитель-
ность имеющейся в материале анизотропии и дает 
основание считать его изотропным.

Кроме того, исследовали вопрос о том, как из-
меняется прочность материала (сопротивление от-
рыву) по поперечному сечению болванки. Из раз-
личных слоев по радиусу этого сечения в направле-
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