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ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ТЕОРИИ ГРАФОВ

Представим на плоскости конечное множество точек V  и некоторое мно-
жество линий X, соединяющих попарно какие-то точки из множества V. Приме-
ром может служить схема автодорог, соединяющих населенные пункты Чуй-
ской области.

Множество точек (населенных пунктов) назовем множеством вершин,  а
соединяющие линии (автодороги) – множеством ребер.

Совокупность двух множеств (вершин и ребер) называется графом.
На некоторых участках допускается только одностороннее движение. То-

гда соответствующее ребро называется дугой и изображается стрелкой, на-
правленной от начальной вершины к конечной вершине. Граф, состоящий из
дуг, называют ориентированным графом или просто орграфом, а образован-
ный ребрами – неориентированным графом или неографом.

Если граф имеет как ребра, так и дуги, то такой граф называют смешан-
ным.

Один и тот же граф можно изобразить по-разному. Вершины можно распо-
лагать по своему усмотрению и произвольно выбирать форму соединяющих
линий. В этом проявляется свойство изоморфизма графов.

Ребро называется петлей, если оно начинается и заканчивается в одной и
той же вершине. Ребра с одинаковыми концевыми вершинами называются
кратными.

Между вершинами графа G и его ребрами имеет место отношение инци-
дентности. Говорят, что вершина iv  инцидентна ребру kx , если iv  - одна из
концевых вершин этого ребра. Обратно, всякое ребро инцидентно своим конце-
вым вершинам.

Вершины Xvv ji Î,  графа G называются смежными или соседними, если
они инцидентны одному и тому же ребру (т.е. соединены хотя бы одним ребром
или дугой).

Если хотя бы одну пару вершин графа G соединяют несколько ребер, то
такой граф называют мультиграфом.

Вершину графа G называют изолированной, если она не инцидентна ни
одному ребру этого графа.

Пусть в графе G имеется дуга Vvvx jik Î= ),( . Тогда говорят, что дуга kx  ис-
ходит из вершины iv и заходит в вершину jv . Вершину iv называют также на-
чальной, а вершину jv  - конечной для дуги kx .

Пример 1. Задан граф G, состоящий из вершин 654321 ,,,,, vvvvvv  и ре-
бер 54321 ,,,, xxxxx .

6v  - изолированная вершина, 1x  и 5x  - кратные ребра, 3x  - петля, 1v  и 2v  -
концевые вершины ребра 1x .
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Граф G является неориентированным графом.
Пример 2.Задан орграф 1G . У каждой дуги указать вершины, найти петли.

У дуги 1x  вершина 1v  - начальная, а вершина 2v  - конечная.
У дуги 2x  вершина 2v  - начальная, а вершина 1v  - конечная.
У дуги 3x  вершина 2v  - начальная, а вершина 3v  - конечная.
У дуги 4x  вершина 5v  - начальная, а вершина 4v  - конечная.
У дуги 5x  вершина 4v  - начальная, а вершина 3v  - конечная.
У дуги 6x  вершина 3v  - начальная, а вершина 4v  - конечная.

7x  является петлей.
Часто на графе требуется выделить различные маршруты, обладающие оп-

ределенными свойствами. Маршрут длины m – это последовательность m ре-
бер графа mxx .,.,.1  (не обязательно различных) таких, что любые два соседних
ребра 1, +ii xx имеют общую концевую вершину.

Замкнутый маршрут приводит в ту же вершину, из которой он начался.
Цепь – это маршрут, все ребра которого различны. Простая цепь – это цепь
без повторяющихся вершин. Замкнутая цепь называется циклом. Простой
цикл – это простая замкнутая цепь.

Пример 3.  Дан граф G.

276321 ,,,,, xxxxxx - это маршрут длины 6, соединяющий вершины 1v  и 2v .
1276321 ,,,,,, xxxxxxx - замкнутый маршрут длины 7. Он начинается и заканчи-

вается в вершине 1v .
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76321 ,,,, xxxxx - цепь длины 5 (все ребра в ней различны).
Эта цепь не является простой, так как при обходе вершину 3v  мы посетили

два раза.
321 ,, xxx - пример простой цепи (все вершины на нашем пути были различ-

ны).
3876 ,,, xxxx  - цикл.

376 ,, xxx  - простой цикл.
Существуют различные виды графов.
Граф G называют полным, если каждая пара его вершин соединена ребром.

Такой граф часто обозначают nK .
Если граф G  не имеет ребер, то такой граф называют нуль - графом и обо-

значают 0K .
Если граф G  не имеет ни вершин, ни ребер, то его называют пустым, обо-

значая 0/K .
Граф ),( XVG =  называют двудольным, если множество его вершин V

можно разбить на два подмножества )0(, 2121 /=ÇÌ VVVVV  так, что каждое реб-
ро графа имеет концевые вершины, принадлежащие подмножествам 1V  и 2V
(т.е. одна из вершин принадлежит 1V , а другая 2V ). Полный двудольный граф
обозначают nmK , , где m – число вершин в 1V ,  а n – число вершин в 2V .  В этом
графе каждые две вершины 1v , 2v  такие, что 11 Vv Î  и 22 Vv Î  соединены ребром.

На рис.1а изображен полный граф, а на рис.1б – двудольный.

рис.1 а рис.1 б

Итак, для задания графа необходимо указать два множества: V (множество
вершин) и X (множество ребер или дуг). Но при большом числе элементов ри-
сунок графа становится громоздким. В этом случае используют матричный
способ. Выбор матрицы определяется конкретной задачей.

Дан граф G с вершинами nvvv ,...,, 21   и ребрами mxxx ,...,, 21 .
Матрица смежности графа G – это квадратная матрица A(G) размера nn´

(n - число вершин) с элементами

î
í
ì

=
.,0

,,,1

иначе
ребромсоединеныvvвершиныGграфевесли

a ji
ij

Матрица инцидентности графа G – это матрица B(G) размера mn´  (n -
число вершин, m – число ребер) с элементами
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î
í
ì -

=
.,0

,,1

иначе
xребравершинаконцеваяvвершинаесли

b ji
ij

Пример 4. Для графа G построить матрицу смежности A(G) и матрицу ин-
цидентности B(G).

Так как у графа 5 вершин и 6 ребер, то размер матрицы A(G) будет 55´ , а
матрицы B(G) - 65´ .

÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

=

01010
10100
01011
10101
00110

)(GA

Û=112a в графе G есть ребро, соединяющее вершины 1v  и 2v ;
Û= 113a в графе G есть ребро, соединяющее вершины 1v  и 3v ;
Û= 014a в графе G нет ребра, соединяющего вершины 1v  и 4v  и т.д.

÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

=

110000
011000
001110
100101
000011

)(GB

Û=111b вершина 1v  - концевая вершина ребра 1x ;
Û=112b вершина 1v  - концевая вершина ребра 2x ;
Û= 013b вершина 1v  не является концевой вершиной для ребра 3x  и т.д.

 Дан орграф D с вершинами nvvv ,...,, 21   и дугами mxxx ,...,, 21 .
Матрица смежности орграфа D – это квадратная матрица A(D) размера

nn´  (n -  число вершин) с элементами

î
í
ì --

=
.,0

,,1
иначе

вершинуюjввершиныйiиздугаестьDорграфевесли
aij

Матрица инцидентности орграфа D – это матрица B(D) размера mn´  (n -
число вершин, m – число ребер) с элементами

ï
î

ï
í

ì
---
--

=
.,0

,,1
,,1

иначе
вершинейiвначинаетсядугаяjесли
вершинейiвтсязаканчиваедугаяjесли

bij

Пример 5. Для орграфа D построить матрицу смежности A(D) и матрицу
инцидентности B(D).
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Так как у орграфа 5 вершин и 6 дуг, то размер матрицы A(D) будет 55´ , а
матрицы B(D) - 65´ .

÷
÷
÷
÷
÷
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ç
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=
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Û= 012a орграф D не содержит дуги из 1v  в 2v ;
Û= 113a орграф D содержит дугу из 1v  в 3v  и т.д.
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Û=111b в вершине 1v  заканчивается дуга 1x ;
Û-= 112b в вершине 1v  начинается дуга 2x ;
Û= 013b вершина 1v  не является концевой вершиной для дуги 3x  и т.д.

Операции на графах

На графах выполняются некоторые теоретико-множественные операции.
Рассмотрим их.

Пусть имеются графы ),( 111 XVG =  и ),( 222 XVG = .
Объединением графов ),( 111 XVG =  и ),( 222 XVG = называется граф

21),( GGXVG È== , если 21 VVV È=  и 21 XXX È= . Иначе говоря, граф объедине-
ния графов 1G  и 2G содержит вершины и ребра, которые принадлежат хотя бы
одному из этих графов.

Пересечением графов ),( 111 XVG =  и ),( 222 XVG =  называется граф
21),( GGXVG Ç== , если 21 VVV Ç=  и 21 XXX Ç= . Иначе говоря, граф пересече-

ния графов 1G  и 2G  содержит вершины и ребра, которые являются общими для
этих графов.

Дополнением графа ),( XVG =  называют граф ),( XVG = , в котором
)(\)( VEVVX DÈ´= , где VD  есть диагональное отношение на множестве V. Ина-

че говоря, дополнительный граф G  имеет тоже множество вершин, что и граф
G, а ребра соединяют две его различные вершины только в том случае, если в
исходном графе ребро между рассматриваемыми вершинами отсутствует. Оче-
видно, дополнительный граф есть дополнение данного графа до полного.
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Композицией графов ),( 111 XVG =  и ),( 222 XVG =  называется граф
21),( GGXVG o== , в котором имеется ребро { }ji xx , , если и только если имеются

ребра { } { } 21 ,,, XxxXxx jkki ÎÎ .
Пример 1. Пусть графы 1G  и 2G  заданы матрицами смежности А и В соот-

ветственно:

÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

=

00110
00011
10010
11101
01010

A ,

÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

=

00101
00011
10010
01100
11000

B .

Так как матрицы смежности заданных графов симметричны, то мы имеем
неориентированные графы. Геометрические изображения графов 1G  и 2G  пред-
ставлены на рис. 2.

1G 2G
рис. 2

Матрица смежности графа )()( 21 XGXG È  будет иметь следующий вид:

÷
÷
÷
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10010
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Матрица смежности графа )()( 21 XGXG Ç  будет иметь следующий вид:

÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

00100
00011
10010
01100
01000

Геометрические изображения графов 21 GG È  и 21 GG Ç  представлены на
рис.3.
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21 GG È 21 GG Ç
рис. 3

На рис. 4а представлен граф, дополнительный графу 1G , а на рис. 4б –
граф, дополнительный графу 2G .

1G 2G
          рис. 4 а            рис. 4 б

Композицию заданных графов получают в соответствии с вышеописан-
ным. Ниже представлен подробный перечень упорядоченных пар вершин, оп-
ределяемых заданными графами, и результат их композиции (пары, дающие
уже имеющийся результат, не представлены).

(1, 2), (2, 3)® (1, 3), (1, 2), (2, 4)® (1, 4), (1, 4), (4, 2)® (1, 2),
(1, 4), (4, 1)® (1, 1), (2, 1), (1, 5)® (2, 5), (2, 1), (1, 4)® (2, 4),
(2, 3), (3, 2)® (2, 2), (2, 4), (4, 1)® (2, 1), (2, 5), (5, 3)® (2, 3),
(3, 5), (5, 1)® (3, 1), (3, 5), (5, 3)® (3, 3), (4, 1), (1, 4)® (4, 4),
(4, 1), (1, 5)® (4, 5), (4, 2), (2, 3)® (4, 3), (5, 2), (2, 3)® (5, 3),
(5, 2), (2, 4)® (5, 4), (5, 3), (3, 2)® (5, 2), (5, 3), (3, 5)® (5, 5).

Результат композиции – смешанный граф – изображен на рис.5.

рис.5

На графах определяют также некоторые другие операции.
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Так, операция удаления вершины v из графа G приводит к построению
графа { }vGXVG \),( =¢¢=¢ , где { }vVV \=¢ , а множество ребер X ¢  содержит те и
только те ребра графа G, которые не инцидентны вершине v.

Операция стягивания ребра состоит в удалении ребра между вершинами
Vyx Î,  и отождествлении этих вершин в одну, например в вершину v, множест-

во ребер, инцидентных вершинам x и y, в новом графе полагают инцидентными
вершине v. Остальные вершины и ребра результирующего графа остаются та-
кими же, как в исходном графе. Иногда операция может состоять просто в уда-
лении ребра или нескольких ребер из заданного графа.

Связность графов и деревья

Пусть имеется граф ),( XVG = .
Маршрутом М в графе G называют последовательность вершин и ребер из

G
),.,..,,,,,( 132211 += ipipiiiii vxvxvxvM

такую, что соседние ребра ).,..,2,1(, 1 pkxx ikik =+  последовательности М явля-
ются смежными, а вершины 1, +ilil vv  являются концевыми для ребра ilx . Вершину

1iv  называют начальной, а вершину 1+ipv  - конечной вершиной маршрута М.
Число p ребер маршрута называют его длиной.

Иногда маршрут М задают либо последовательностью составляющих его
ребер:

).,..,,( 21 ipii xxxM = ,
либо последовательностью вершин, через которые он проходит:

).,..,,,( 1321 += ipiii vvvvM .
Граф G называют связным, если между любыми его двумя вершинами

существует маршрут. Связный граф образует компоненту связности. В общем
случае граф G может иметь несколько компонент связности.

Так, на рис. 6 представлен граф, имеющий две компоненты связности: одна
из них порождается вершинами 765321 ,,,,, vvvvvv  графа, а другая – вершиной 4v .

Неформально компоненту связности графа можно определить как такую
часть графа G, которую можно нарисовать, не отрывая карандаша от бумаги и,
возможно, проходя по одной и той же линии (ребру) несколько раз.

Маршрут М называют цепью, если в нем нет повторяющихся ребер. Цепь
называют простой, если в ней нет повторяющихся вершин. В ориентированном
графе цепь называют также путем.

Так, на рис. 6 маршрут ),,,,,,( 1375376 vvvvvvvM =  связывает вершины 6v  и 1v .
Цепь ),,,,,( 173576 vvvvvvC =  связывает вершины 6v  и 1v .
Наконец, простая цепь ),,,( 1376 vvvvP =  также связывает вершины 6v  и 1v .
Если в некоторой цепи начальная и конечная вершины совпадают, то такая

цепь называется циклом. В ориентированном графе цикл называют также кон-
туром. Так, на рис. 6, имеется трехвершинный цикл ),,( 321 vvv .
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рис.6

Связный граф G, не имеющий циклов, называется деревом. Если граф G
имеет несколько компонент связности и не имеет циклов, то такой граф назы-
вают лесом.

Ориентированное дерево – иногда его называют корневым деревом –
это ориентированный граф без циклов, удовлетворяющий следующим услови-
ям:
· имеется в точности одна вершина, называемая корнем, в которую не входит

ни одно ребро;
· в каждую вершину, кроме корня, входит ровно одно ребро;
· из корня в каждую вершину идет только один путь.

Пусть ),( XVG =  - граф, являющийся деревом. Если имеется путь из верши-
ны v  в вершину w , то v  называется предком (predecessor) вершины w ,  а w  -
потомком (successor) вершины v .  Более того, если ( ) Xv Îw, , то v  называется
подлинным предком (отцом) вершины w ,  а w  - подлинным потомком (сы-
ном) вершины v .

Вершина без подлинных потомков называется листом (leaf или pendant
vertex). Вершина v  и ее потомок вместе образуют поддерево G , и вершина v
называется корнем этого поддерева.

Глубина вершины v  в дереве – это длина пути из корня в v .
Высота вершины v  в дереве – это длина самого длинного пути из v  в ка-

кой-нибудь лист. Высотой дерева называется высота его корня. Уровень вер-
шины v  в дереве равен разности высоты дерева и глубины вершины v .

Упорядоченным деревом называют дерево, в котором множество сыно-
вей каждой вершины упорядочено в некотором порядке. При изображении упо-
рядоченного дерева полагают, что множество сыновей каждой вершины упоря-
дочено слева направо.

Двоичным (бинарным) деревом называется такое упорядоченное дерево,
в котором:
· каждый сын произвольной вершины рассматривается либо как левый, либо

как правый сын;
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· каждая вершина имеет не более одного левого сына и не более одного пра-
вого сына.

На рис. 7 изображено двоичное дерево.

    рис. 7

Числа графов

Более полно граф ),( XVG =  можно охарактеризовать так называемыми
числами графа. Определим некоторые из них.

Число ребер, инцидентных вершине VvÎ  графа ),( XVG = , называется ло-
кальной степенью вершины v и обозначается )(deg v . Граф, у которого ло-
кальные степени всех вершин равны между собой, называют однородным.

Петля дает вклад в степень, равной 2, т.к. оба конца приходят в эту верши-
ну.

Вершина графа, имеющая степень равную 0, называется изолированной.
Граф, состоящий из изолированных вершин, называется 0-графом. Вершина
графа, имеющая степень равную 1, называется висячей.

Так, на рис. 8 вершина 5v  - изолированная, а вершины 6v  и 7v  - висячие.

.1)(deg,1)(deg,0)(deg
,4)(deg,3)(deg,3)(deg,4)(deg

765

4321

===
====

vvv
vvvv

      рис. 8

Сумма степеней всех вершин графа ),( XVG =  есть число четное, равное
удвоенному числу ребер графа

å
=

=
n

i
i mv

1
,2)(deg vn =  - число вершин

xm =  - число ребер.
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Вершина называется четной (нечетной), если ее степень четное (нечетное)
число.

Число нечетных вершин любого графа четно.
У полного графа, имеющего n вершин, степень любой вершины iv  равно:

1)(deg -= nvi ,

а число ребер 2

2
)1()deg(

2
1

ni Cnnvnx =
-×

=×= .

Степенью входа (выхода) вершины ориентированного графа ),( XVG = ,
называется число дуг, для которых эта вершина является концом (началом).
Степень входа вершины v  обозначается )(deg v+ , а степень выхода обозначается

)(deg v- .

.1)(deg,2)(deg,1)(deg
,2)(deg,1)(deg,1)(deg

321

321

===
===

---

+++

vvv
vvv

Цикломатическим числом графа G называют число
,)( pnmG +-=g

где m – число ребер, n – число вершин, p – число компонент связности.
 С содержательной точки зрения цикломатическое число определяет число

ребер, которые необходимо удалить из графа G, чтобы он не имел циклов.

Эйлеровы и гамильтоновы графы

Цикл графа G, в котором содержатся все ребра графа и каждое ребро
встречается в нем только один раз, называется эйлеровым. Граф G, в котором
имеется эйлеров цикл, называется эйлеровым.

Неформально эйлеров граф можно определить как такой, который можно
нарисовать, не отрывая карандаша от бумаги и не проходя дважды по одному и
тому же ребру.

Цикл графа G, проходящий через каждую его вершину по одному разу, на-
зывают гамильтоновым. Граф, в котором имеется гамильтонов цикл, называ-
ют гамильтоновым.

       рис. 9 а рис. 9 б
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На рис. 9а, б представлены соответственно эйлеров и гамильтонов графы.
 Очевидно, что полный граф является как эйлеровым, так и гамильтоновым.

Имеется простой критерий (признак) существования в графе эйлерова цик-
ла.

Теорема. Связный неориентированный граф G содержит эйлеров цикл то-
гда и только тогда, когда все его вершины имеют четную степень.

К сожалению, неизвестен такой же общий простой критерий существова-
ния гамильтонова цикла в графе. Известны лишь некоторые критерии для част-
ных случаев.

Так, например, известно, что если для любой пары вершин Vvv ji Î,  графа
G сумма локальных степеней больше или равна числу вершин графа, т.е.

nvv ji ³+ )deg()deg( , то в таком графе существует гамильтонов цикл.

Изоморфные графы

 Графы ),( XVG =  и ),( XVG ¢¢=¢  называют изоморфными в случае возможно-
сти установления между их вершинами и ребрами взаимно однозначного соот-
ветствия XXVV ¢«¢« ,  такого, что, если ji vv ,  из V  соответствуют Vvv ji ¢Î¢¢, , то
ребро { } Xvv ji Î, соответствует ребру { } Xvv ji ¢Î¢¢, .
   Иначе говоря, графы G  и G¢  изоморфны, если между их вершинами можно
установить взаимно однозначное соответствие такое, что вершины Vvv ji ¢Î¢¢,

графа G¢  соединены ребром тогда и только тогда, когда соответствующие им
вершины Vvv ji Î,  графа G  соединены ребром.

а      б                                            в
рис. 10

На рис.10 представлен пример изоморфных графов.
Ясно, что если графы G  и G¢  изоморфны, то один из графов может быть

получен из другого некоторой подстановкой вершин, переводящих один граф в
другой.

Таким образом, изоморфные преобразования графов, заданных матрицами
смежности или инцидентности, состоят в перестановке строк или столбцов. По-
этому указанные преобразования матриц являются допустимыми, так как не
выводят из класса изоморфных графов. Это тождественные преобразования.

Понятие изоморфизма используется в практических приложениях. Пока-
жем одно из них.
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Граф G  называют плоским, если он может быть изображен на плоскости
так, чтобы его ребра пересекались только в вершинах. Понятие плоского графа
важно, например, при проектировании печатных плат в приборостроении.

Граф называют планарным, если он изоморфен плоскому графу.

Покрывающие деревья

 Большое значение в теории графов имеет понятие покрывающего дерева
(spanning tree).
 Пусть имеется граф ),( XVG = . Связный суграф ),( 1XVT =  графа G  называ-
ется покрывающим деревом (остовом, каркасом) графа G , если он не содер-
жит циклов. Любое покрывающее дерево, когда он существует, содержит n-1
ребер, где n – число вершин графа.

Задача определения кратчайшего пути

1. Метод присвоения меток
Задача состоит в том, чтобы найти кратчайший путь на графе от какой-то

выделенной вершины до любой другой вершины.
Пример. Узел 7 – склад, остальные узлы – строительные площадки компа-

нии. Показатели на дугах – расстояния в километрах.
Надо найти кратчайшие расстояния от склада до каждой строительной

площадки. Какова длина кратчайшего пути от склада до строительной площад-
ки 1? Проходит ли кратчайший путь от склада до строительной площадки 1 че-
рез строительную площадку 2? Какова длина кратчайшего пути от склада до
строительной площадки 2? Проходит ли кратчайший путь от склада до строи-
тельной площадки 2 через строительную площадку 4?

Решим эту задачу методом присвоения меток. Каждому узлу присваивани-
ем метку из двух чисел. Первое число – это минимальное расстояние от узла 7
до данного узла, второе – номер предыдущего узла на пути от узла 7 до данного
узла. Узел, для которого мы определили путь от узла 7, назовем помеченным.
Узел, для которого такой путь еще не определен, назовем непомеченным. Если
мы определили кратчайшее расстояние от узла 7 до данного узла, то соответст-
вующую метку назовем постоянной и будем обозначать в круглых скобках.
Все остальные метки назовем временными и будем обозначать в квадратных
скобках. Узлы с постоянными метками будем закрашивать.
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Итак, узлу 7 присваиваем метку (0,S), где 0 – это расстояние от узла 7, S –
обозначение стартового узла.

Узел 7 связан с узлами 2, 4, 6. Длины соответствующих ребер 17, 5, 6. По-
этому узлам 2, 4, 6 присваиваем временные метки [17, 7], [5, 7], [6, 7] соответ-
ственно (первое число – длина пути от узла 7 до данного узла, второе – это
предшествующий узел).

После выполнения этой операции можно сделать два следующих шага:
- найти участок (участки) минимальной длины и соответствующую вре-

менную метку сделать постоянной;
- узел (узлы), которому соответствует появившаяся постоянная метка, ста-

новится новым стартом.
После выполнения этой операции временная метка с наименьшим расстоя-

нием до узла 7 становится постоянной. Это метка (5, 7) узла 4. Поэтому сле-
дующий шаг мы начнем с узла 4.

Узел 4 непосредственно связан с узлами 2 и 5 без постоянных меток. Длина
ребра  4 – 5 равна 4, метка узла 4 – (5, 7) Þ  временная метка узла 5 равна [5 + 4,
4] = [9, 4]. Длина ребра 4 – 2 равна 6, метка узла 4 – (5, 7) Þ  временная метка
узла 2 равна [5 + 6, 4] = [11, 4]. Таким образом, мы нашли путь от узла 7 до узла
2 длины 11.

Узел 2 помечен меткой [17, 7], но 11 < 17 Þ  старую метку [17, 7] узла 2 мы
меняем на новую временную метку [11, 4], где 11 – длина пути от узла 7 до узла
2, а 4 – номер предшествующего узла.

После этого из всех временных меток [11, 4], [9, 4], [6, 7] выбираем метку с
наименьшим первым числом. Это [6, 7]. Эта метка становится постоянной, а
очередной шаг мы начнем с узла, соответствующего этой метке, узла 6.
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Этот узел связан с узлом 5 без постоянной метки. Длина ребра 6 – 5 равна
2, метка узла 6 – (6, 7) Þ  временная метка узла 5  равна [6 + 2,  6]  = [8,  6].  Но
узел 5 уже помечен меткой [9, 4]. Так как 8 < 9, то узлу 5 припишем новую мет-
ку [8, 6]. После этого из всех временных меток [11, 4] и [8, 6] метку с наимень-
шим первым числом (8, 6) объявляем постоянной, а следующий шаг начнем с
соответствующего ей узла 5.

Узел 5 связан только с одним узлом без постоянной метки – узлом 3. Длина
ребра 5 – 3 равна 4, метка узла 5 – (8, 6) Þ  временная метка узла 3 равна [8 + 4,
5] = [12, 5]. Теперь из временных меток [11, 4] и [12, 5] метку с наименьшим
первым числом (11, 4) объявляем постоянной, а следующий шаг начнем с соот-
ветствующего ей узла 2.

Узел 2 связан с узлами 1 и 3 без постоянных меток. Длина ребра 2 – 1 равна
15, метка узла 2 – (11, 4) Þ  узлу 1 припишем временную метку [11 + 15, 2] =
[26, 2]. Длина ребра 2 – 3 равна 3, метка узла 2 – (11, 4) Þ  мы могли бы поме-
тить узел 3 временной меткой [11 + 3, 2] = [14, 2], но узел 3 уже помечен мет-
кой [12, 5] с меньшим первым числом. Так что метку узла 3 не меняем. Теперь
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из временных меток [26, 2] и [12, 5] метка с наименьшим первым числом стано-
вится постоянной (12, 5), а соответствующего ей узла 3 начнем следующий шаг.
Метку узла 1 меняем на (12 + 10, 3) = (22, 3). Всем узлам приписаны постоян-
ные метки. Действия алгоритма прекращается.

Первое число метки у каждой вершины – это длина кратчайшего пути от
узла 7 до данной вершины. Чтобы восстановить кратчайший путь от узла 7 до
какой-то вершины, мы должны из этой вершины перейти в соседнюю (ее номер
– это второе число метки). И так до вершины 7.

Теперь мы можем ответить на вопросы задачи. Метка узла 1 – (22, 3) Þ
длина кратчайшего пути от узла 7 до узла 1 равна 22. Из узла 1 мы идем в узел
3. Метка узла 3 – (12, 5) Þ  идем в узел5. Метка узла 5 – (8, 6) Þ  идем в узел 6.
Метка узла 6 – (6, 7) Þ  идем в узел 7, т.е. кратчайший путь 1 – 3 – 5 – 6 – 7. Он
не проходит через узел 2.

2. Задача о кратчайшем пути между двумя пунктами

Известна схема дорог. Требуется перевести груз из одного пункта в другой
по маршруту минимальной длины.

Двигаясь от конечного пункта к начальному пункту, каждой вершине при-
пишем число по определенным правилам. Конечной вершине присвоим число
0. Если i -я вершина в направлении от начального пункта к конечному пункту
непосредственно соединена с вершинами kjj ,...,1 , которым приписаны числа

)(,...),( 1 kjrjr , то вершине i  приписывается число )),()((min)( sss
jitjrir += , где

),( sjit – длина ребра ),( sji .
Пусть этот минимум достигается до вершины mj . Тогда ребро ),( mji  пока-

жем двумя чертами со стрелкой от i  к mj .. Если таких вершин mj  несколько, то
на этом шаге будет несколько двойных ребер. Число, приписанное начальному
пункту, равно минимальной длине искомого маршрута. Двигаться от начально-
го пункта к конечному пункту нужно по двойным ребрам со стрелками.

Пример. Найдем маршрут минимальной длины от пункта 1 к пункту 11.
Припишем вершинам числа вместо номеров. Для 11-й вершины это 0.
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11-я вершина соединена с 8-й, 9-й и 10-й вершинами, которым припишем
числа 0 + 5 = 5, 0 + 5 = 5, 0 + 4 = 4 соответственно. Все эти ребра покажем дву-
мя чертами со стрелками.

По числам 8-й и 9-й вершин найдем число 5-й вершины: min(5 + 7, 5 + 8)
= 12. Ребро (5, 8) изобразим двумя чертами со стрелкой.

По числам 8-й и 9-й вершин найдем число 6-й вершины: min(5 + 7, 4 + 3)
= 7. Ребро (6, 10) изобразим двумя чертами со стрелкой.

По числам 8-й и 9-й вершин найдем число 7-й вершины: min(5 + 4, 4 + 6)
= 9. Ребро (7, 9) изобразим двумя чертами со стрелкой.

По числу 5-й вершины определим число 2-й вершины: 12 + 7 = 19. Ребро
(2, 5) изобразим двумя чертами со стрелкой.

По числам 5-й, 6-й и 7-й вершин определим число 3-й вершины: min(12 +
2, 9 + 2, 7 + 6) = 11. Ребро (3, 7) изобразим двумя чертами со стрелкой.

По числам 6-й и 7-й вершин найдем число 4-й вершины: min(7 + 3, 9 + 8)
= 10. Ребро (4, 6) изобразим двумя чертами со стрелкой.

По числам 2-й, 3-й и 7-й вершин определим число 1-й вершины: min(19 +
1, 11 + 5, 10 + 4) = 14. Ребро (1, 4) изобразим двумя чертами со стрелкой. Длина
кратчайшего пути равна 14.

Двигаемся из начальной вершины 1 в конечную вершину 11 по ребрам со
стрелкой. Получаем кратчайший путь 1 – 4 – 6 – 10 – 11. Его длина равна 14.

Паросочетания в графе

Пусть имеется граф ),( XVG = . Паросочетанием в графе G  является
множество несмежных (независимых) ребер. Пусть, далее, M есть паросочета-
ние в G . Размером паросочетания M называется число его ребер.
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Паросочетание M максимально, если его размер нельзя увеличением при-
соединением некоторого ребра графа G . Очевидно, что наибольшее паросоче-
тание всегда максимально. На рис. 11 оба паросочетания, представленные
утолщенными ребрами, являются максимальными. Но только паросочетание на
рис. 11б является наибольшим (и совершенным).

рис. 11 а      рис.11 б

Вершина графа G , инцидентная некоторому ребру из M, называется на-
сыщенной.  В противном случае вершина графа называется ненасыщенной.
Паросочетание, в котором все вершины графа G  насыщены, называется со-
вершенным. Ясно, что совершенное паросочетание всегда является наиболь-
шим. Однако обратное в общем случае неверно.

M–чередующаяся цепь в графе G  - это простая цепь, в которой ребра, при-
надлежащие паросочетанию M, чередуются с ребрами, не принадлежащими M.
M–чередующаяся цепь называется увеличивающей, если она начинается и за-
канчивается ненасыщенными вершинами.

Имеет место теорема Бержа.
Теорема. Паросочетание M в графе G  является наибольшим тогда и только

тогда, когда в G  нет увеличивающей M-чередующейся цепи.
Граф на рис. 11а представляет собой увеличивающую M-чередующуюся

цепь. Заменив в этой цепи толстые ребра на тонкие, а тонкие – на толстые, по-
лучим наибольшее паросочетание, изображенное на рис. 11б.

Потоки в сетях

Сетью называют ориентированный граф ),( XVG
rr

= , в каждой дуге которого
поставлено в соответствие некоторое число, называемое пропускной  способно-
стью дуги. Поток в сети определяет способ пересылки некоторых объектов из
одной вершины графа в другую. Пересылка объектов происходит вдоль каждой
дуги (по ее направлению). Число объектов, пересылаемых вдоль дуги ),( yx , не
может превышать пропускной способности ),( yxc  этой дуги.

В сети выделяют особые вершины s  и t , которые соответственно называ-
ются истоком и стоком сети. На сети формулируют задачу о наибольшем по-
токе, в результате решения которой находят наибольший поток maxF  из источ-
ника s  в сток t . Этот поток обеспечивается назначением в каждой дуге ),( yx
величины ),( yxf   передаваемого ею потока.

Задача о наибольшем потоке имеет различные применения. Примерами се-
ти может служить транспортная сеть, в которой определяется наибольший по-
ток грузов, который может быть перевезен из одного города (источника) в дру-
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гой (сток). Другими примерами могут служить система нефтепроводов, водо-
проводная сеть, сеть почтовой службы, компьютерная сеть и т.д.

Задача о наибольшем потоке в сети должна удовлетворять следующим ус-
ловиям.

Для каждой дуги ),( yx  сети должно выполняться соотношение
),(),(0 yxcyxf ££ .

Для любой вершины ),( txsxx ¹¹  количество единиц потока, входящего в
вершину, должно быть равно количеству единиц потока, выходящего из нее, то
есть

åå
ÎÎ

=
VyвсехдляVyвсехдля

xyfyxf ),(),( .

Здесь å
ÎVyвсехдля

yxf ),(  - суммарная величина потока из вершины x  в вершину y .

Потоки для источника и стока должны удовлетворять следующим соотно-
шениям:

.),(),(

,),(),(

Fytftyf

Fsyfysf

VyвсехдляVyвсехдля

VyвсехдляVyвсехдля

=-

=-

åå

åå

ÎÎ

ÎÎ

 Здесь подразумевается, что некоторые дуги могут доставлять поток в ис-
точник s :

å
ÎVyвсехдля

syf ),(

или забирать поток из стока t

å
ÎVyвсехдля

ytf ),( .

Таким образом, задача состоит в нахождении наибольшего потока maxF , ко-
торый может быть передан из s  в t .

При решении задачи о наибольшем потоке важным этапом является про-
блема построения увеличивающей цепи, соединяющей источник s  со стоком t .
В эту цепь могут входить как прямые, так и обратные дуги.

Для построения такой цепи и последующего решения задачи для каждой
дуги ),( yx  сети находят две величины:

),(),(),,(),(),( yxfyxryxfyxcyxi =-= .
Здесь ),( yxi  - величина, на которую может быть увеличен поток в дуге

),( yx , а ),( yxr  - величина, на которую может быть уменьшен поток в этой дуге.
В процессе решения задачи дуги сети делятся на следующие виды:

· стационарные, в которых поток не может быть ни увеличен, ни уменьшен;
множество таких дуг обозначают через N;

· увеличивающие – такие, для которых 0),( >yxi , то есть поток в них может
быть увеличен; множество таких дуг обозначают через I;

· уменьшающие – такие, для которых 0),( >yxr , то есть поток в них может
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быть уменьшен; множество таких дуг обозначают через R.
В общем случае 0/=Ç RI . Дуги, принадлежащие множествам I и R , назы-

вают промежуточными.
Если построена некоторая увеличивающая цепь, то величина, на которую

может быть увеличен поток в сети вдоль данной цепи, равна наименьшему из
чисел ),( yxi  для всех прямых дуг цепи, и ),( yxr  для всех обратных дуг цепи.

Чтобы увеличить поток в сети вдоль найденной увеличивающей цепи, не-
обходимо увеличить на величину FD  поток, проходящий через каждую прямую
дугу цепи, и на эту же величину уменьшить поток, проходящий через каждую
обратную дугу цепи.

Задания для самостоятельной работы

В задачах 1-5 графы ),( 111 XVG =  и ),( 222 XVG =  заданы своими матрицами
смежности А и В соответственно. Необходимо:
· построить их геометрические изображения;
· построить матрицы смежности объединения и пересечения графов 1G  и 2G ;
· граф 21 GG È  задать матрицей инцидентности;
· определить степени вершин графов 21 GG È  и 21 GG Ç

1.
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5.
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В задачах 6-10 орграф задан матрицей смежности. Постройте его рису-
нок, определите степени вершин графа и найдите маршрут длины 5.

6.
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8.
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G 9.
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10.
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В задачах 11-15 ориентированный граф ),( XVG =  с множеством вершин
{ }7,6,5,4,3,2,1=V  задан списком дуг X .

а) Постройте реализацию графа G .
б) Постройте матрицу инцидентности графа G .
в) Постройте матрицу смежности графа G .
г) Задайте соответствующий неориентированный граф матрицей смежности.
д) Укажите степени вершин графов.

11. ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }3,5,7,2,4,4,4,6,2,7,7,7,1,7,6,7,5,6,5,4,3,4,3,2,2,1=X
12. ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }5,5,2,6,2,2,4,3,4,5,2,3,6,7,1,7,6,2,5,4,3,4,1,2,4,1=X
13. ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }5,7,7,6,2,7,4,6,4,5,2,3,6,6,1,5,6,5,6,4,5,4,3,2,5,1=X
14. ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }5,7,7,2,2,7,4,7,4,6,2,5,6,5,1,5,6,4,5,3,3,2,2,2,1,1=X
15. ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }3,7,5,6,3,6,2,5,6,4,4,4,7,3,1,3,6,3,6,2,5,2,3,1,1,1=X
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