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§1. Основные понятия

Если, спросив у собеседника, сколько ему лет, Вы получите ответ «20», то вероятно,
будете вполне удовлетворены, найдя ответ исчерпывающим.

Если же Вы поинтересуетесь, как попасть в ближайшую деревню, и услышите в ответ,
что нужно 5 км, Вам придется задать еще один вопрос:
«А в каком направлении? »

Одни величины вполне характеризуются только числом, другие же не только числом,
но и направлением.

Величины, которые вполне определяются их числовым значением, называются ска-
лярными. Скалярными величинами, например, являются длина, площадь, объем, масса, тем-
пература тела и др.

Величина, определяемая не только числовым значением, но и направлением называ-
ется векторной. Векторными величинами, например, являются сила, действующая на тело,
скорость и ускорение тела при его движении, напряжение магнитного поля в данной точке.

Вектором называется направленный отрезок. На рисунке направление вектора обыч-
но обозначают стрелкой (рис. 1). Если начало вектора находится в точке А, конец – в точке В,
то вектор обозначается символом AB , или одной какой-нибудь буквой, например a .

                                           •                                 •                                        •
Рис. 1

Начало вектора называют также точкой его приложения.
Модулем вектора ar  называется его длина, он обозначается через ar . Модуль вектора

– скалярная неотрицательная величина.
Нуль – вектором (или нулевым вектором) называется вектор, начало и конец которого

совпадают, обозначается символом O . Модуль нуль-вектора равен нулю, а направление не
определено.

Единичным вектором называется вектор, длина которого равна единице.
Векторы, лежащие на параллельных прямых (или на одной прямой), называются кол-

линеарными (на рис. 1 векторы CD  и MN , KL  и MN , CD  и KL ).
Коллинеарные векторы, имеющие одинаковые направления и равные длины, называ-

ются равными (на рис. 2 а изображен параллелограмм ABCD , где векторы BC  и AD  равны).
Так как векторы AB  и CD  имеют противоположные направления, то AB CD , хотя

CDAB = . Отметим, что 21 OMOM ¹ , где 1M  и 2M -две различные точки окружности ра-

диуса R  с центром в точке O  (рис. 2, б), поскольку векторы OM  и 2OM  имеют разные на-
правления.

    а
б Рис. 2

Векторы, противоположно направленные и имеющие равные длины, называются
противоположными (векторы AB  и CD  на рис. 2 а). Вектор, противоположный вектору ar ,
обозначается через (- ar ).

Векторы, лежащие в параллельных плоскостях (или в одной плоскости), называются
компланарными. Вектор, точка приложения которого может быть выбрана произвольно,
называется свободным. Если точка приложения вектора строго фиксирована, то вектор

А

B C

D

O
M2

M1

А B MDCar KLN
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называется связанным. Если задана прямая, на которой должен быть расположен вектор, то
он называется скользящим.

В дальнейшем, преимущественно будем рассматривать свободные векторы.
Введем обозначения:
1) ba

rr
  - «векторы одинаково направлены»,2) ba

rr
¯  - «векторы противоположно

направлены»,3) ba
rr

//  - «векторы параллельны»,4) ar  // b
r

 - «векторы непараллельны»
5) ba

rr
^  - «векторы перпендикулярны»

§2. Линейные операции над векторами.  Угол между двумя векторами.
Проекция вектора на ось

Линейными операциями над векторами называются сложение, вычитание и
умножение вектора на число.

Суммой двух векторов ar  и b
r

 называется третий вектор сr , начало которого совпадает
с началом вектора ar , a  конец – с концом вектора b

r
 при условии, что вектор b

r
 отложен из

конца вектора ar  (рис. 3 а). Вектор cr  получается по правилу треугольника (рис. 3 а) или по
правилу параллелограмма (рис. 3 б).

а б
Рис. 3

Аналогично определяется сумма трех и более векторов. Суммой n векторов
naaa rrr ,...,, 21  называется вектор, начало которого совпадает с началом первого вектора 1ar ,

конец – с концом последнего nar  при условии, что каждый последующий вектор 1+kar

отложен из конца предыдущего ),...,2,1( nkak =
r .  На рис.  4 изображена сумма трех векторов

cba rrr ,, .

Рис. 4 Рис. 5

Очевидно, сумма векторов обладает свойством переместительности (коммутативности)
10 abba rrrr

+=+ ,
и свойством сочетательности (ассоциативности)   20 )()( cbacba rrrrrr

++=++
При определении суммы не предполагалось, что векторы являются компланарными.

Сумма трех некомпланарных векторов cba rrr ,, , наряду с правилом замыкающей получается и
по правилу параллелепипеда: сумма cba rrr

++  равна вектору OD , где OD  - диагональ
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параллелипеда, построенного на векторах aOA r
= , bOB

r
= , cOC r

= , отложенных из одной
точки O  (рис. 5).

Из определения суммы следует, что aa rr
=+ 0  т.е. нуль-вектор при сложении векторов

играет ту же роль, что и число 0  при сложении чисел, 0)( =-+ aa rr ,  т.е.  сумма
противоположных векторов равна нулю.

Разностью ba
rv -  двух векторов ar  и b

r
 называется такой вектор d

r
, который в сумме с

вектором b
r

 дает вектор ar   : dba
rrv =- , если adb rrr

=+ .
Чтобы получить разность ba

rv -  двух векторов необходимо отложить их из одной точки и
соединить конец второго вектора с концом первого (рис. 6 а).

Отметим, что )( baba
rrrv -+=- , т.е. разность ba

rv -  равна сумме двух векторов av  и
)( b
r

- , где )( b
r

-  - вектор, противиположный вектору b
r

 (рис. 6 б).
Векторы-диагонали параллелограмма OABC  (рис.  6  в),  построенного на векторах

aOA r
= , bOB

r
= , являются соответственно суммой и разностью этих векторов

а б в
Рис. 6

Произведением вектора ar  на число a  называется новый вектор ab rr
a= , (1)

удовлетворяющий условиям: 1) ab rr
a= ;  2) b

r
 и ar  одинаково направлены при 0>a ;   3) b

r

и ar  имеют противоположные направления при 0<a .
Произведение вектора на число обладает следующими свойствами:

30 aa rr )()( abba = ,          40 aaba rrrr
baa +=+ )(

50 aaa rrr
baba +=+ )( ,   60 000 =×=× aar .

Из определения умножения вектора на число следует, что необходимое и достаточное
условие коллинеарности двух векторов ar  и b

r
 выражается равенством ab rr

a= (2)
Пусть дан вектор ar . Рассмотрим вектор коллинеарный вектору ar , одинаково с ним

направленный, но имеющий длину, равную единице. Обозначим этот вектор через 0ar , тогда
10 =ar .
Из определения умножения вектора на число следует, что 0aaa rrr

= (3)
т.е. каждый вектор равен произведению его модуля на единичный вектор того же
направления.

Пусть в пространстве даны два вектора ar  и b
r

. Отложим из произвольной точки О
векторы aOA r

=  и bOB
r

= . Углом между векторами ar  и b
r

 называется наименьший угол
)0( pjj ££ , на который надо повернуть один из векторов до его совпадания со вторым.

В пространстве заданы вектор AB  и ось l  (рис. 7)
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Рис. 7
Пусть А1-проекция точки А на ось l, В1-прекция точки В на ось l, т.е. основания
перпендикуляров, опущенных из данных точек на эту ось.

Проекцией вектора на ось l называется величина направленного отрезка А1В1 оси  l.
Проекция вектора AB  на ось l обозначается через ABПрl , т.е. А1В1= ABПрl (4)

Очевидно, jcosABABПрl = , где j -угол между вектором AB  и осью l. (5)

Проекция вектора на соь обладает следующими свойствами:
bПрaПрbaПр lll

rrrr
+=+ )( , aПрaПр ll

rr
aa =)( .

Произведение проекции вектора ar  на ось l и единичного вектора 01
r

 этой оси
называется составляющей вектора ar  на оси l.

Обозначив эту составляющую символом aсостl
r , по определению получим

01×= aПрaсост ll
rr . (6)

Пример 1. Как должны быть расположены векторы ar  и b
r

, чтобы baba
rrrr

-=+ ?

Решение. Если векторы ar  и b
r

 неколлинеарны, то ba
rr

+  и ba
rr

-  являются

диагоналями параллелограмма построенного на векторах ar  и b
r

.
Очевидно, для этого длина диагонали OB  параллелограмма должна равняться длине
диагонали AC  (см.  рис.  6.в).  это может быть только в том случае,  если параллелограмм
ОАВС является прямоугольником. Следовательно, baba

rrrr
-=+ , если ba

rr
^ .

Пример 2. Какому условию должны удовлетворять векторы ar  и b
r

, чтобы их сумма и
разность были взаимно перпендикулярны?
Решение. Если векторы ar  и b

r
 неколлинеарны, то ba

rr
+  и ba

rr
-  являются диагоналями

параллелограмма, построенного на векторах ar  и b
r

. Так как, диагонали параллелограмма
взаимно перпендикулярны тогда и только тогда, когда он-ромб.

Пример 3. Какому условию должны удовлетворять ненулевые векторы ar  и b
r

, чтобы
имело место соотношение:   а) baba

rrrr
+=+ ;   б) baba

rrrr
-=+ ?

Решение. Если векторы ar  и b
r

 не коллинеарны, то векторы ar , b
r

 и ba
rr

+  образуют
треугольник, поэтому baba

rrrr
+<+  и baba

rrrr
->+ ,   и так как в треугольнике каждая

сторона меньше суммы двух других сторон и больше их разности. Если векторы ar  и b
r

коллинеарны и однинаково направлены, то baba
rrrr

+=+ , но baba
rrrr

->+ . Если векторы

ar  и b
r

 коллинеарны и противоположно направлены, то baba
rrrr

-=+ , но baba
rrrr

+<+ .

Таким образом, bababa
rrrrrr

Û+=+ , а bababa
rrrrrr

¯Û-=+ .

Пример 4.  Пусть О-центр правильного шестиугольника ABCDEF  (см. рис.). Найдите
сумму векторов OFOEODOCOBOA +++++ .

lВ1А1

А

В

j
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Решение.  Диагонали правильного шестиугольника, пересекающиеся в точке  О, де-
лятся этой точкой пополам. Лучи ОА и OD противоположно направлены. Поэтому

ODOA -= . Аналогично, OEOB -= , OFOC -= . Отсюда 0=+ODOA , 0=+OEOB ,
0=+OFOC  и, значит, OFOEODOCOBOA +++++ .

Пример 5.  Пусть DCBA ,,, - некоторые точки плоскости, Q  - середина AB , N  - се-

редина CD , O  - середина QN . Найдите ODOCOBOA +++ .

Решение. Направленные отрезки QBAQ =  изображают один и тот же вектор,  кото-

рый обозначим ar . Аналогично, положим bNDCN
r

== , cONQO r
==  (см. рис. 9). Тогда

)()( acQAOQOA rr
-+-=+= , caOB rr

-= , bcOC
rr

-= , cbOD rr
+= . Поэтому

ODOCOBOA +++ =++-+-+-+-= cbbccaac rrrrrrrr )()(
00000)()()()( =+++=-+-+-+-= ccbbccaa rrrrrrrr .

Пример 6. Дан треугольник ABC . Укажите такую точку D , что
ABDCDBDA =-+ 3 .

Решение.  Так как ADDA -= , ADABDB -= , ADACDC -= ,  то
ABADACADABAD =---+- )(3)()( ,  или ACAD 3= , т.е. точка D

лежит на продолжении стороны AC  за точку, причем ACAD 3= .

Пример. 7. Дан параллелепипед 1111 DCBABCDA . Найти сумму векторов

AB , 11CB , 1CC , 11 AB , BB1 .
Решение. Применяя правило многоугольника, получим (см. рис.)

+AB +11CB +1CC +11 AB =BB1

+= AB +BC ADDDDCCC =++ 1111

D1

D

С

С

В

В

А1

A
А

DO

СВ

А

F
E

D

СВ

А

O
b
rcrcr
NQ

ar ar

b
r
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Пример 8.  Даны: 13=ar , 19=b
r

  и 24=+ ba
rr . Вычислить ba

rr
- .

Решение.  Cумма квадратов
длин диагоналей параллелограмма равна
сумме квадратов длин всех его сторон

=+
2

ba
rr 2

2
=- ba

rr 22
+ar

2
b
r

(*)

2
2
=-ba

rr 22
+ar

2
b
r

=-×+×=-+=+- 57636121692)24()19(2)13(2 2222
ba
rr

4845761060576722338 =-=-+= , 22=- ba
rr .

Пример 9. Векторы ar  и b
r

 образуют угол 060=j , причем 3=ar , 5=b
r

.  Опреде-

лить ba
rr

+  и ba
rr

- .

Решение.  При решении используем теорему косинусов. Квадрат любой стороны тре-
угольника равен сумме квадратов двух других сторон без удвоенного произведения этих
сторон на косинус угла между ними.

5=ar , 12=b
r

.  Определить ba
rr

+  и ba
rr

- .

jcos2222 ××++= ACABACABBC .
Знак jcos  зависит от угла A : «+», если угол A острый «-», если угол A  тупой (см. рис.).

Пример 10.  Пусть, cba rrr ,,  - единичные векторы, составляющие с данной осью l , со-

ответственно углы ,
3
p ,

3
2p p . Найти проекцию на ось l  вектора cba rrr

++ 33 .

Решение.  Согласно свойствам проекций см. §2.

lПр =++ )23( cba rrr 23 +аПр r
l +bПр

r
l cПр r

l ,  но по формулу (5).
2
1

3
cos

3
cos ===

ppааПр rr
l ,

Так как ar  - единичный вектор, т.е. 1=ar .  Аналогично,
2
1

-=bПр
r

l , 1=cПр r
l , поэтому

lПр =++ )23( cba rrr

2
11

2
12

2
13 -=-÷

ø
ö

ç
è
æ-+× .

§3. Линейная зависимость векторов на плоскости и в пространстве
Базис на плоскости и впространстве. Аффинные координаты

Векторы naaa rrr ,...,, 21  называются линейно зависимыми, если существуют числа

nlll ,...,, 21 , не все равные нулю, для которых имеет место равенство
0...2211 =++ nn aaa rvr

lll (7)
Векторы naaa rrr ,...,, 21  называются линейно независимыми, если равенство (7) имеет

место только при 0...21 ==== nlll .

)( ba
rr

+

b
r

ar )( ba
rr

-

A
Cj

B

j
A

B

C
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Из равенства (6), предполагая, например, что 01 ¹l , получим

nnaaaa rrvr
mmm +++= ...33221 , где ,

1

2
2 l

l
m -= ,...,

1

3
3 l

l
m -=

1l
l

m n
n -=  (8)

Выражение nn aaa rrv mmm +++ ...3322  называется линейной комбинацией векторов naaa rrr ,...,, 21 .
Таким образом, если несколько векторов линейно зависимы, то хотя бы один из них

всегда можно представить в виде линейной комбинации остальных.
Справедливо и обратное утверждение: если один из векторов представлен в виде

линейной комбинации других векторов, то все эти векторы линейно зависимы.
Рассмотрим теперь вопрос о линейной зависимости и линейной независимости

векторов на плоскости.
Теорема 1. Всякие три вектора ar , b

r
 и cr  на плоскости линейно зависимы, т.е. один из

векторов можно представить в виде линейной комбинации остальных.
Доказательство. Достаточно убедиться в том, что один из векторов является

линейной комбинацией остальных. Возможны два случая.
1. Среди данных векторов имеется пара коллинеарных, например, a  и b . Тогда

вслесдстие равенства (2) имеем ba l= , или cba ×+= 0l , т.е. вектор
a  есть линейная комбинация векторов
b  и c .

2. Среди данных векторов нет ни одной пары
коллинеарных.  Допустим,   что три вектора имеют
общее начало О (рис. (8)). Покажемчто вектор а
можно представить в виде суммы двух векторов,
один их которых коллинеарен вектору b,

      Рис. (8) А другой – вектору с.

Для этого через конец М вектора а проведем прямые, параллельные векторам b и с, до
их пересечения в точках В и С с прямыми, на которых соответсвенно расположены векторы b
и с (рис. (8)). Имеем очевидное равенство OCOBOM += . Так как векторы OB  и OC
коллинеарны
соответсвенно векторам b и с, то bOB 1l=  и cOC 2l= . Поэтому cba 21 ll += , (9)
т.е. вектор а является линейной комбинацией векторов b и с.

Следствие 1. Если число данных векторов на плоскости больше трех, то они линейно
зависимы.

В самом деле, пусть даны k  векторов kaaaa ,...,,, 321 )3( >k .  Так как три вектора на
плоскости всегда линейно зависимы, то для векторов 21, aa  и 3a  имеем 33221 aaa mm += .  В
таком случае для всех k  векторов можно написать kaaaaa ×++×+++= 0...0 433221 mm ,
т.е. вектор 1a  есть линейная комбинация остальных векторов.

Что касается двух векторов а и в,  то,  как известно,  они коллинеарны тогда и только
тогда, когда имеет место равенство ba l=  (см.  формулу (2)),  т.е.  когда векторы а и в
линейно зависимы. Отсюда непосредственно вытекает следующая теорема.

Теорема 2. Для того чтобы два вектора ar  и b
r

 были линейно независимы, необходимо
и достаточно, чтобы они были некомпланарны.

Из теоремы 1 и 2 следует, что максимальное число линейно независимых векторов на
плоскости равно двум. Перейдем теперь к векторам в пространстве.

Векторы называются комплпнарными, если они лежат в одной плоскости или
параллельны одной плоскости.

Заметим, что если компланарные векторы имеют общее начало, то они, очевидно,
лежат в одной плоскости.

cr

b
r

ar

С
М

В
О
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Теорема 3. Всякие четыре вектора ar , b
r

, cr  и d
r

 в пространстве линейно зависимы,
т.е. один из векторов можно представить в виде линейной комбинации остальных:

dcba
rrrr

321 lll ++= .
Доказательство. Допустим, что рассматриваемые векторы имеют общее начало. Для

того чтобы показать их линейную зависимость, достаточно убедиться в том, что один из
векторов является линейной комбинацией остальных. Возможны два случая.

1. Среди данных векторов существует тройка
компланарных, например, векторы а, b и с.
Так как эти векторы лежат в одной плоскости, то
по теореме 1 один из них, например вектор а,
можно представить в виде линейной комбинации
остальных: cba 21 mm += .

      Рис.9

В таком случае для всех четырех векторов можно написать равенство dcba ×++= 021 mm , а
это ознчает, что вектор а есть линейная комбинация векторов b, с и d.

2. Среди данных векторов нет ни одной тройки компланарных векторов. в этом случае
вектор а может быть представлен в виде суммы трех векторов, коллинеарных соответственно
векторам b,  с и d. Для этого проведя через точку М – конец вектора а – плоскости,
соответственно параллельные трем плоскостям, определяемым парами векторов b и  с, c и d,
d и b, получим  параллелепипед, диагональю которого является вектор OMa =  (рис. 9).
Очевидно, что PMPMOMOMa ++== 11 . Но bOM 11 l= , cOMPM 221 l== ,

dOMPM 33 l== . Следовательно, dcba 321 lll ++= , (10)
т.е. векторы a, b, c и d линейно зависимы.

Аналогично тому, что это было сделано в случае плоскости, в пространстве
1) если число данных векторов в пространстве больше четырех, то они также

линейно зависимы; 2) для того, чтобы три вектора в пространстве были  компланарны,
необходимо и достаточно, чтобы они были линейно зависимы; 3) для того, чтобы три
вектора были линейно независимы, необходимо и достаточно, чтобы они были
некомпланарны.

Из сказанного следует, что максимальное число линейно независимых векторов в
пространстве равно трем.
Одним из авжнейших понятий линейной и векторной алгебры является понятие базиса.

Базисом на плоскости называется два любых линейно независимых вектора.
Из теоремы 2 следует, что два любых неколлинеарных вектора образуют базис. Пусть ar  -
любой вектор на плоскости, а векторы b

r
 и cr  образуют базис. Так как на плоскости всякие

три векторы линейно зависимы, то вектор ar  линейно выражается через векторы базиса, т.е.
выполняется соотношение: cba rrr

21 ll += (9)
Если вектор ar  представлен в виде (9), то говорят, что он разложен по базису, образованному
векторами b

r
 и cr . Числа 1l  и 2l  называют аффинными координатами вектора ar  на

плоскости и пишут };{ 21 ll=ar .
Теорема 4. Разложение вектора а по базису b и с является единственным.
Базисом в пространстве называются три любых линейно независимых вектора.
Всякие три некомпланарных вектора образуют базис. Как и в случае плоскости,

любой вектор ar  однозначно разлагается по векторам b
r

, cr  и d
r

 базиса, т.е. выполняется
соотношение: dcba

rrrr
321 lll ++= .                                    (10)

b
r

О

М

P

z

х

у

d
r

cr

М1

М3

М2
ar
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Числа 321 ,, lll  называют аффиными координатами вектора в пространстве и пишут
},,{ 321 lll=ar .

Замечание. Пусть векторы b,с и d, образующие базис в пространстве, имеют общее
начало О (начало координат). рассмотрим произвольную точку
М пространства и ее радиус-вектор OM ,  т.е.  вектор,  соединящий начало координат с этой
точкой.

По формуле (10) получим dcbOM 321 lll ++=

Аффинные координаты вектора OM , т.е. числа 321 ,, lll  называют также аффинными
координатами точки М и записывают );;( 321 lllM .

Пример 1. На плоскости даны два вектора }3;2{ -=pr , }2;1{=qr . Найти разложение
вектора }4;9{=ar  по базису qp rr, .

Решение.  Разложить вектор ar  по векторам qup rr  - значит, представить его в ви-
де: qpa rrr

ba += , где a  и b  - некоторые числа. Для их определения запишем
}2;1{}3;2{}4;9{ ba +-= ,

или
î
í
ì

+-=
+=

ba
ba

234
29

.

Решив полученную систему, найдем 2=a , 5=b , т.е. qpa rrr 52 += .
Пример 2.  Даны четыре вектора }0;1;2{=ar , }2;1;1{ -=b

r
, }1;2;2{ -=cr , }7;7;3{ -=d

r
.

Разложить вектор d
r

 по базису cba rrr ,, .
Решение.  По условию cbad rrrr

gba ++= , где gba ,,  - некоторые числа.
Следовательно, }1;2;2{}2;1;1{}0;1;2{}7,7,3{ -+-+=- gba ,

или
ï
î

ï
í

ì

-=-
+-=
++=

gb
gba
gba

27
27
223

. Решением которой 2=a , 3-=b , 1=g , т.е. cbad rrrr
+-= 32 .

§4. Прямоугольный декартов базис.
Разложение вектора на составляющие по осям координат.

Переход от векторных соотношений к координатным

Рассмотрим прямоугольную систему координат в пространстве Oxyz  (рис.  10)  на
каждой из осей выберем единичный вектор, направление которого совпадает с
положительным направлением оси.

Так, на оси ox  вектор i
r

, на оси oy  - вектор j
r

, а на

оси вектор k
r

; 1=== kji
rrr

. Эти три единичных

взаимно перпендикулярных вектора называют
ортами. Так как орты kji

rrr
,,  не компланарны, то

они образуют базис, который называется
декартовым ортогональным базисом.

           Рис. 10

i
r

О

М

P

z

х

у

k
r

j
r

М1

М3

М2



13

Рассмотрим вектор ar  в пространстве, его начало совпало с началом координат О. Проведя
через конец вектора aOM r

=  плоскости, параллельные координатным плоскостям, получим
параллелепипед, одной из диагоналей которого является вектор OMa =

r .
Из рис. 10 из определения суммы нескольких векторов находим

PMPMOMOMa ++== 11
r . Так как 21 OMPM =  и 3OMPM = , то

321 OMOMOMa ++=
r . (11)

Векторы 321 ,, OMOMOM  являются составляющими вектора OMa =
r  по осям ox , oy , oz .

На основании равенства (6) имеем iOMПрOM ox

r
×=1 , jOMПрOM oy

r
×=2 ,

kOMПрOM oz

r
×=3 . Обозначая XOMПрox = , YOMПрoy = , ZOMПрoz =  из (11) получаем

kZjYiXa
rrrr

++= (12)
Формула (12) дает разложение вектора ar  по ортогональному декартову базису или,

как говорят, разложение вектора на составляющие по координатным осям. Числа ZYX ,,
называются прямоугольными декартовыми координатами вектора av  в пространстве и пишут

},,{ ZYXa =
r .

Радиус-вектором точки М называется вектор OMa =
r , точка приложения которого

совпадает с началом координат, а конец находится в точке М (рис. 10).
Если zyx ,,  - декартовы прямоугольные координаты точки М, то xX = , yY = , zZ =   (13)

т.е. координаты радиус-вектора OM  равны координатам точки.
На основании теоремы о квадрате диагонали прямоугольного параллелпипеда

получаем формулу, выражающую длину вектора 222 ZYXa ++=
r

(14)
Если даны векторы (т.е.  известны их координаты)  то,  линейные операции над

векторами можно заменить арифметическими действиями над их координатами. Так, если
даны два вектора },,{ 111 ZYXa =

r , },,{ 222 ZYXb =
r

, то
1) ba

rr
= , если 21 XX = , 21 YY = , 21 ZZ = (15)

2) =± ba
rr

21{ XX ± 21, YY ± }, 21 ZZ ± (16)
3) },,{ 111 ZYXa llll =

r (17)
4) Условие коллинеарности двух векторов ba

rr
l= , в этом случае имеет вид

2

1

2

1

2

1

Z
Z

Y
Y

X
X

== (18)

Пример 1.  Даны два вектора }6;2;3{ -=ar  и }0;1;2{-=b
r

. Определить следующие век-
тора:  1) ba

rr
+ ;    2) ba

rr
- ;    3) ar2 ;    4) ba

rr
32 + ;    5) определить модуль вектора ar ;

6) найти орт вектора ar .
Решение.  1) по формуле (16) найдем }6;1;1{}06;12;23{ -=++--=+ ba

rr

2) }6;3;5{}06;12);2(3{ -=-----=- ba
rr ,3) По формуле (17) }12;4;6{}6;2;3{22 -=-=ar

4) }0;3;6{}0;1;2{33 -=-=b
r

}12;1;0{}012;34;66{}0;3;6{}12;4;6{32 -=++--=-+-=+ ba
rr

5) По формуле (14) находим 736496)2(3 222 ==+=+-+=ar

6) Ортом вектора ar  называется единичный вектор 0ar  того же направления, что и ar . Из фор-
мулы (3) найдем

kjikji
ZYX
kZjYiX

a
aa

rrr
rrrrrr

r

r
r

7
6

7
2

7
3

7
623

222

0 +-=
+-

=
++

++
== .
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Пример 2. Определить, при каких значениях a  и b  векторы
kjia
rrrr

++= a2  и kjib
rrrr

b+-= 63  коллинеарны.
Решение.  Координаты данных векторов ar  и b

r
 должны быть

пропорциональны
1

6
2
3 b

a
=

-
= . Отсюда находим, что 4-=a ,

2
3

=b . При этих значениях a

и b  векторы ar  и b
r

коллинеарны.

§5. Координаты вектора, заданного двумя точками. Расстояние между
двумя точками. Деление отрезка в данном отношении.

Направляющие косинусы вектора

Начало вектора 21MM  находится в точке ),,( 1111 zyxM , конец  - в точке
),,( 2222 zyxM . Найдем выражения для его координат через координаты точек 1M  и 2M .

Введем в рассмотрение радиусы
векторы точек 1M  и 2M , т.е.

11 OMr = , 22 OMr =  (рис. 10).

Очевидно, 1221 rrMM rr
-= . В силу

равенства (13) },,{ 1111 zyxr =
r ,

},,{ 2222 zyxr =
r . С помощью формулы
(16) получаем координаты ZYX ,,

вектора 21MM
Рис. 11

12 xxX -= , 12 yyY -= , 12 zzZ -=      (19)

Следовательно, 1221 { xxMM -= ,, 12 yy - }12 zz -
По формуле (14) находим расстояние между двумя точками 1M  и 2M .

2
12

2
12

2
1221 )()()( zzyyxxMM -+-+-=  (20)

Разделить отрезок 1M 2M  в данном отношении l ( 0>l ) - это значит найти на
данном отрезке такую точку ),,( zyxM , что имеет место равенство (рис. 10).

l=
2

1

MM
MM , или 21 MMMM l= , или с помощью

Найдем координаты zyx ,,  искомой точки M . Очевидно, что 221 MMMM l= ,
или с помощью формулы (19) получаем l=--- },,{ 111 zzyyxx xx -2{ ,, 2 yy - }2 zz -
Из последнего равенства в силу равенства (13) имеем

)( 121 xxxx -=- l , )( 121 yyyy -=- l , )( 121 zzzz -=- l .

Отсюда
l
l

+
+

=
1

21 xxx ,
l
l

+
+

=
1

21 yyy ,
l
l

+
+

=
1

21 zzz (21)

Если точка M  является серединой отрезка 21MM , то 21 MMMM l=  и,
следовательно, 1=l . В этом случае равенство (21) примет следующий вид:

2
21 xxx +

= ,
2

21 yyy +
= ,

2
21 zzz +

=    (22)

M2

M
M

z

у

x

2r
r

rr

1r
r
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Направление вектора в пространстве
определяется углами a , b , g , которые
вектор составляет с осями координат g
(рис. 12). Косинусы этих углов acos , bcos ,

gcos  называются направляющими
косинусами вектора.
Пусть дан вектор kZjYiXa

rrrr
++= .                                                 Рис. 12

 Принимая во внимание формулу (5), получаем
acosaaПрX ox

rr
== , bcosaaПрY oy

rr
== , gcosaaПрZ oz

rr
==

Отсюда находим выражения для направляющих косинусов:

a
X
r=acos ,

a
Y
r=bcos ,

a
Z
r=gcos

В силу равенства (14), получаем

222
cos

ZYX
X

++
=a ,

222
cos

ZYX
Y

++
=b ,

222
cos

ZYX
Z

++
=g  (23)

Возводя каждое из равенство (23) в квадрат и складывая их, найдем зависисмость между
направляющими косинусами вектора 1coscoscos 222 =++ gba             (24)
т.е. сумма квадратов направляющих косинусов любого вектора равна единице.

Пример 1.  Отрезок, ограниченный точками )2;3( -A  и )4;6(B  разделен на три части.
Определить координаты точек деления.

Решение.  Пусть С  и D  - искомые точки деления см. рис.

Точка D  делит отрезок AB  в отношении 2==
BD
ADl , координаты её x  и y  находя

по формулам (21), куда вместо 1x , 1y  подставим координаты точки A  и в место 2x , 2y  - ко-
ординаты точки B :

5
21

623
=

+
×+

=x , 2
21

422
=

+
×+-

=y , )2;5(D .

Координаты точки ),( yxC  можно найти по формулам (22),  если рассматривать эту
точку как середину отрезка AD :

4
2

53
=

+
=x , 0

2
22
=

+-
=y , )0;4(C .

Пример 2.  Определить координаты вершин треугольника, зная середины его сторон:
)3;2(P , )4;5(Q , )3;6( -R .

Решение.  Пусть ),( 11 yxA , ),( 22 yxB , ),( 33 yxC  - искомые вершины треугольника
ABC ,  а QP,  и R , соответственно: середины сторон AB , BC  и CA ;  тогда по формулам
(22) имеем

2
2

21 =
+ xx , 5

2
32 =

+ xx , 4
2

32 =
+ yy  , 3

2
21 =

+ yy , 5
2

31 =
+ xx ,

3
2

31 -=
+ yy .

Решая системы уравнений, найдем координаты вершин: )4;3( -A , )10;1(B , )2;9( -C .
Пример 3.   Найти длину вектора AB  и его направляющие косинусы,  где )2;3;1(A  и

)1;8;5( -B .

DA BC

b
0

х

z

уa
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Решение.  Находим координаты вектора AB  по формуле (19):
}3;5;4{}21;38;15{ -=----=ar .

По формуле (14) находим длину вектора ar :
255092516)3(54 222 ==++=-++=ar .

Направляющие косинусы находим по формуле (23):

25
4cos =a ,

2
1

25
5cos ==b ,

25
3cos -=g .

Пример 4.  Вектор ar  составляет с осями координат острые углы gba ,, , причем
045=a , 060=b . Какой угол он составляет с осями oz .
Решение.  Из соотношения (24) найдем угол g

1cos60cos45cos 20202 =++ g ; 1cos
2
1

2
1 2

22

=+÷
ø
ö

ç
è
æ+÷

ø
ö

ç
è
æ g ,

4
1

4
1

2
11cos2 =--=g .

Так как по условию угол g  острый, то
2
1cos =g  и 060=g .

§6. Скалярное произведение двух векторов

Скалярным произведением двух векторов ar  и b
r

называется число, равное
произведению их длин на косинус угла между ними.

Скалярное произведение обозначается ba
rr
× . Таким образом, по определению

jcosbaba
rrrr

=× (25)

Так как jcosaaПрb

rr
r =  и jcosbbПрa

rr
r = , то равенство (25) можно предоставить в

виде
aПрbbПрaba ba
rrrrrr

rr ==× (26)

Из соотношения (25) находим выражение для проекции одного вектора на
направление другого:

a
babПрa r

rrr
r

×
= ,

b
baaПрb r

rr
r

r
×

= . (27)

Скалярное произведение обладает свойствами.
10. Скалярное произведение двух векторов обладает переместительным
     свойством: abba rrrr

=
20. 0³× aa rr , причем 0=× aa rr  лишь при 0=ar

30. Скалярное произведение двух векторов обладает сочетательным
     свойством относительно скалярного множителя, т.е. )()()( bababa

rrrrrr
lll ==

40. Скалярное произведение двух векторов обладает распределительным свойством:
cbcacba rrrrrrr

+=+ )(
50. Если скалярное произведение двух векторов равно нулю, то равен нулю
     либо один из векторов, либо векторы перпендикулярны.

Обратно, если ba
rr

^ , то 0cos =j  и, следовательно, скалярное произведение векторов
равно нулю.

Таким образом, для того чтобы два вектора были перпендикулярны, необходимо и
достаточно, чтобы их скалярное произведение было равно нулю, т.е. 0=ba

rr (28)
Рассмотрим 2cos aaaaaaa rrrrrrr

===× j  , 22 aa rr
= , 2aa rr

= ,            (29)
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т.е. скалярный квадрат вектора равен квадрату его модуля.
Пусть даны два вектора kZjYiXa

rrrr
111 ++= , kZjYiXb

rrrr
222 ++=

В таком случае
(=ba

rr )(111 kZjYiX
rrr

++ ++++=++ 2
212121

2
21222 ) jYYkiZXjiYXiXXkZjYiX

rrrrrrrrr

2
21212121 kZZjkYZikXZkjZY
rrrrrrr

++++ (30)
с помощью формул (28) и (29) получаем таблицу скалярного умножения базисных векторов.

1222 === kji
rrr

, 0=== kjkiji
rrrrrr

(31)
Используя формулу (31), из (30), получаем 212121 ZZYYXXba ++=

rr (32)
На основании формулы (32) условие 0=×ba

rr  перпендикулярности двух векторов ar  и
b
r

 принимает вид 0212121 =++ ZZYYXX                         (33)
Косинус угла между векторами определяется формулой

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121cos
ZYXZYX

ZZYYXX
ba
ba

++++

++
=

×

×
= rr

rr

j (34)

Формула (33) следует из формул (32) и (14).

Пример 1. Векторы ar  и b
r

 образуют угол
3
p .  Зная,  что 3=ar , 4=b

r
, найти длину

вектора bac
rrr

23 += .
Решение.  Длину вектора cr  можно найти по формуле (29),  если будет известен его

скалярный квадрат 2222 4129)23( bbaabac
rrrrrrr

++=+= .По определению скалярного произведе-

ния 922 == aa rr , 16
22 == bb

rr
, 6

2
143

3
cos =××==

pbaba
rrrr .Следовательно,

217164612992 =×+×+×=cr , и по формуле (29) 7,14217 ==cr .
Пример 2. Даны два единичных вектора mr  и nr ,  угол между которыми 1200.  Найти:  1)

острый угол между диагоналями параллелограмма, построенного на векторах nma rrr 24 +-=  и
nmb rrr

3+= ;   2) проекцию вектора ar  на направление вектора b
r

.
Решение.  1) Искомый угол j  определим (см. рис. 6 в) по формуле (25)

baba
baba
rrrr

rrrr

-+
-+

=
))((cosj .

По формулам (25) и (14) найдем скалярное произведение векторов ba
rr

+  и ba
rr

-  и их длины:

2115
2
111221155120cos2215))(( 22202

=×-÷
ø
ö

ç
è
æ-×××-×=--=-+ nnmmbaba rrrrrrr

,

=+-=+ 22 )53()( nmba rrrr 4925
2
111301925120cos309 2202

=-÷
ø
ö

ç
è
æ-×××-×=+- nnmm rrr

,

=--=- 22 )5()( nmba rrrr 21120cos1025 202
=++ nnmm rrr ,

749
2

==+=+ baba
rrrr , 21

2
=-=- baba

rrrr .

Теперь
7
3

217
21cos ==j  и 049

7
3arccos »=j .

2)  По формуле (27):
b
baaПрb r

rr
r

r = .

Найдем 76120cos104)3)(24( 202
=+--=++-= nnmmnmnmba rrrrrrrrr ,
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79120cos6)3( 20222 =++=+== nnmmnmbb rrrrrr
.Теперь 7

7
7

==aПрb

r
r .

Пример 3.  Найти скалярное произведение векторов }2;1;3{ -=ar  и }5;4;2{=b
r

.
Решение.  Находим по формуле (32) 121046524123 =+-=×+×-×=×ba

rr .
Пример 4. Даны векторы }4;3;{a=ar  и }7;;4{ -= ab

r
. При каком значении a  эти век-

торы перпендикулярны?
Решение.  Находим скалярное произведение этих векторов: 2834 -+=× aaba

rr ; так
как ba

rr
^ , то 0=×ba

rr . Отсюда 0287 =-a , т.е. 4=a .

§7. Векторное произведение двух векторов

Векторным произведением векторов ar  и b
r

называется такой вектор и через ´ar b
r

обозначается cr  (рис. 13), который
1) модуль вектора cr  численно равен площади параллелограмма, построенного на

векторах ar  и b
r

, т.е. jsinbabac
rrrrr

=´= (35)

2) вектор ac rr
^  и bc

rr
^

3) направление вектора cr  таково, что кратчайший поворот от ar  к b
r

, если
смотреть с конца вектора cr , происходит против часовой стрелки (при этом векторы ar ,
b
r

 и cr  должны быть приведены к общему началу). (рис. 13)

                                                    Рис. 13
Для векторного произведения имеет место свойства: 10 abba rrrr

´-=´  - при
перестановке ar  и b

r
 векторное произведение меняет  направление на противоположное.

20 )()( baba
rrrr

´=´ ll  - свойство сочетательности относительно  скалярного множителя.

30

ïþ

ï
ý
ü

´+´=´+

´+´=+´

)()()(

)()()(

acabacb

cabacba
rrrrrrr

rrrrrrr

-распределительные свойтва относительно  суммы векторов.

40 Если векторное произведение двух векторов равно нулю, то либо равен нулю один из
векторов, либо равен нулю синус угла между ними, т.е. векторы коллинеарны.

Чтобы два вектора ar  и b
r

 были коллинеарны, необходимо и достаточно, 0=´ba
rr (36)

Отсюда, в частности, следует, что 0=´ aa rr (37)
Из определения векторного произведения и равенства (35) следует, что

ïþ

ï
ý
ü

-=´-=´-=´

=´=´=´=´=´=´

ijkkijjki

jikikjkjikkjjii
rrrrrrrrr

rrrrrrrrrrrrrrr

,,

,,,,0
             (38)

Пусть даны два вектора: kZjYiXa
rrrr

111 ++= , kZjYiXb
rrrr

222 ++=
Используя свойства 10 и 20 векторного произведения и равенства (38), получим

´++=´ )( 111 kZjYiXba
rrrrr

+´-=++ ))(()( 2121222 jiXYYXkZjYiX
rrrrr

kXYYXjXZZX

iYZZYkjYZZYkiXZZX
rr

rrrrr

)()(

)())(())((

21212121

212121212121

-+-+

--=´-+´-+

cr

ar

b
r

j
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Разности, стоящие в скобках, представляют собой определители второго порядка. Поэтому

222

111

ZYX
ZYX
kji

ba

rrr

rr
=´ (39)

Площадь треугольника ABC  определяется формулой ACABS ´×=
2
1 , (40)

которая следует из формулы (35), так как площадь треугольника ABC  составляет половину
площади параллелограмма, построенного на векторах AB  и AC .

Пример 1.  Найти )2()32( baba
rrrr

-´+ .
Решение. abbbbaabaababa rrrrrrrrrrrrrr

´=´-´-´+´=-´+ 76432)2()32( , так как 0=´ aa rr ,
0=´bb

rr
 и abba rrrr

´-=´ .

Пример 2. Векторы ar  и b
r

 образуют угол
6
pj = . Зная, что 6=a , 5=b

r
, вычислить

ba
rr

´ . Решение. Находим по формуле (35) 15
2
130030sin65sinbaba =×=××=j=´

rrrr .

Пример 3. Векторы ar  и b
r

 взаимно перпендикулярны. Зная, что 3=a , 4=b
r

, вы-

числить )()( baba
rrrr

-´+ .

Решение.  Находим =-´+ )()( baba
rrrr abbbbaabaa rrrrrrrrrr

´=´-´-´+´ 2 ,
так как 0=´ aa rr , 0=´bb

rr
 и abba rrrr

´=´- .Таким образом по формуле (35)
2412490sin432sin22 0 =×=×××==´ jaab rrr

.

Пример 4. Векторы ar  и b
r

 образуют угол
3

2pj = . Зная, что 1=a , 2=b
r

, вычислить

2)]2()2[( baba
rrrr

+´+ .
Решение. 2)]2()2[( baba

rrrr
+´+ 22 )(9]242[ babbbaabaa

rrrrrrrrrr
´=´+´+´+´= , так как

0=´ aa rr , 0=´bb
rr

 и baab
rrrr

´-=´ .

Следовательно,
22 9))((9)(9 babababa

rrrrrrrr
´=´´=´ .

По формуле (35) находим 27
2
3219

3
2sin99

22
2

=÷÷
ø

ö
çç
è

æ
×××=÷

ø
ö

ç
è
æ=´

pbaba
rrrr .

Пример 5.  Даны векторы }2;1;3{ --=ar  и }1;2;1{ -=b
r

. Найти векторное
произведение векторов bba

rrr
´+ )2( .

Решение.  Находим
}4;2;6{}2;1;3{22 --=--=ar ,

}50;7{}14;22;16{}1;2;1{}4;2;6{)2( -=--+-+=-+--=+ ba
rr .

По формуле (39)

kji
kji

bba
rrr

rrr

rrr 14210
121
507)2( ++=

-
-=´+ .

Пример 6.  Вычислить площадь треугольника с вершинами )0;2;1(A , )3;0;3( -B  и
)6;2;5(C .
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Решение. Площадь треугольника ABC  равна половине площади параллелограмма,
построенного на векторах AB  и AC , поэтому находим векторное произведение этих векто-
ров:

}3;2;2{}03;20;13{ --=----=AB , AC }6;0;4{}06;22;15{ =---= ,

´AB =AC )263(4
604
322 kji

kji
rrr

rrr

+--=-- .

Следовательно, 1443692
2
1

=++=´= ACABS ABC  кв. ед.

§8. Смешанное произведение трех векторов

Пусть даны три вектора ar , b
r

, cr . Вектор ar  умножим векторно на b
r

. Полученное
векторное произведение ba

rr
´  умножим  скалярно на cr , в результате получаем число,

которое называют векторно-скалярным произведением, или смешанным произведением
cba rrr )( ´  трех векторов ar , b

r
, cr

Для краткости смешанное произведение cba rrr )( ´  будем обозначать cba rrr .
Векторы ar , b

r
, cr компланарны тогда и только тогда,  когда их смешанное

произведение равно нулю, т.е. 0)( =´ cba rrr (41)
Справедливо равенство abcbcacabbacacbcba rrrrrrrrrrrrrrrrrr

-=-=-===
Если векторы ar , b

r
, cr  неколлинеарны,  то cba rrr  равен объему параллелепипеда,

построенного на векторах ar , b
r

 и cr .
Пусть даны три вектора: kZjYiXa

rrrr
111 ++= , kZjYiXb

rrrr
222 ++= ,

kZjYiXc
rrrr

333 ++=

Определим сначала ba
rr

´ :

k
YX
YX

j
ZX
ZX

i
ZY
ZY

ZYX
ZYX
kji

ba
rrr

rrr

rr

22

11

22

11

22

11

222

111 +-==´

Так как kZjYiXc
rrrr

333 ++= , то используя формулу (31), получим

=+-=´ 3
22

11
3

22

11
3

22

11)( Z
YX
YX

Y
ZX
ZX

X
ZY
ZY

cba rrr

333

222

111

ZYX
ZYX
ZYX

(42)

Необходимое и достаточное условие компланарности трех векторов (41) выражается
равенством

0

333

222

111

=
ZYX
ZYX
ZYX

(43)
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§9. Геометрический смысл смешанного произведения

Отложим данные векторы a, b  и с от общего
начала и построим на этих векторах,  как на
ребрах, параллелепипед (предполагая, что
векторы не лежат в одной плоскости). По-
строим также вектор bad ´= , модуль кото-
рого равен площади S  параллелограмма, по-
строенного на векторах а и b как на сторонах
(рис. 14). На основании
определения смешанного произведения

cbaabc ×´= )()( . По определению скалярно-
го произведения

Рис. 14
jj coscos)( cScbacba ×=××´=×´ , где j  - угол между векторами d и с. предполагая, что

2
pj < , и обозначая через h  высоту параллелепипеда, находим jcosch = . Таким образом,

Shabc =)( .
Но произведение Sh  равно объему V  рассматриваемого параллелепипеда. Следовательно,

Vabc =)( .Если же
2
pj > , то 0cos <j  и hc -=jcos . Следовательно, в этом случае

Vabc -=)( .
Итак, окончательно получаем Vabc ±=)( , или )(abcV = . (87)
Смешанное произведение трех векторов с точностью до знака равно объему парал-

лелепипеда, построенного на этих векторах, как на ребрах.
Пример 1.   Определить компланарны ли векторы }2;3;1{ -=ar , }1;0;2{ -=b

r
,

}3;0;1{ -=cr ?
Решение.  Так как

0
301
102
231
¹

-
-
-

=cba rrr ,

то векторы не компланарны.
Пример 2.  Определить, лежат ли точки )1;2;1(A , )0;3;2(B , )2;1;2( --C , )6;0;5( -D  в

одной плоскости.
Решение.  Найдем координаты векторов }1;1;1{ -=AB , }3;3;1{ --=AC ,

}7;2;4{ --=AD . Проверим, выполняется ли для этих векторов условие (40),

=×× ADACAB 0
724

331
111

=
--
--

-

Таким образом, точки CBA ,,  и D  лежат в одной плоскости, так как смешанное произведе-
ние векторов ADACAB ,,  равно 0.

Пример 3.   Вычислить объем пирамиды с вершинами )0;0;0(O , )0;2;5(A , )0;5;2(B ,
)4;2;1(C .

Решение.  Рассмотрим векторы }0;2;5{=OA , }0;5;2{=OB , }4;2;1{=OC . Из элемен-

тарной геометрии известно, что объем пирамиды, построенной на ребрах OA , OB , OC , ра-

ar

cr

b
rj

h

bad
rrr

´=
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вен
6
1  объема параллелепипеда построенного на тех же ребрах. Поэтому

OCOBOAVпир ××=
6
1 , т.е. 14

52
25

4
6
1

025
025
025

6
1

=××==пирV  куб. ед.

§9.Типовые расчеты

1.Найти вектор m
№ вар. a b c m

1 ( )0;1;2 -- ( )3;1;1- ( )1;2;0 cba 32 -+
2 ( )3;2;0 ( )3;2;1- ( )2;3;2- cba 34 +-
3 ( )3;1;2- ( )1;1;0 - ( )3;1;2 cba ++- 32
4 ( )0;2;1 -- ( )1;0;1- ( )3;2;2 - cba -+ 34
5 ( )3;0;2 ( )2;3;1- ( )2;0;1 cba 23 +-
6 ( )1;3;2- ( )1;3;1- ( )1;3;0 cba 43 ++-
7 ( )2;0;1 -- ( )0;1;1- ( )2;3;2 - cba 432 -+
8 ( )2;3;0 ( )3;1;2 - ( )0;3;1 cba 24 +-
9 ( )2;3;1 - ( )1;3;1 - ( )3;0;1 cba 243 ++-
10 ( )1;0;2 -- ( )1;1;0 - ( )2;1;3 -- cba -+ 42
11 ( )2;0;3 ( )1;3;2 - ( )3;2;0 - cba 324 +-
12 ( )3;2;1 - ( )3;1;1 - ( )2;0;3 cba 4++-
13 ( )2;1;0 -- ( )1;1;3 - ( )2;2;3 - cba 32 -+
14 ( )0;3;2 ( )2;1;3 - ( )2;3;0 - cba +- 43
15 ( )1;2;3 - ( )1;0;1 - ( )2;2;3 - cba ++- 23
16 ( )1;2;0 -- ( )1;1;3 - ( )1;0;2 cba 34 -+
17 ( )0;2;3 ( )1;2;3 - ( )0;1;2 -- cba 23 +-
18 ( )2;1;3 - ( )0;1;1 - ( )0;3;1 -- cba 24 ++-
19 ( )1;0;1 -- ( )3;1;0 ( )1;3;2 cba 423 -+
20 ( )1;3;2 -- ( )2;1;0 ( )2;1;3 cba +- 24
21 ( )1;0;3 -- ( )3;2;2 -- ( )0;1;2 cba 234 ++-
22 ( )1;3;1 -- ( )1;1;2 -- ( )0;1;3 cba 42 -+
23 ( )2;0;3 -- ( )1;2;3 -- ( )0;2;3 - cba 543 +-
24 ( )1;2;1 -- ( )0;3;2 -- ( )1;3;2 -- cba 534 ++-
25 ( )3;2;1 ( )0;1;3 -- ( )1;1;2 -- cba 435 -+
26 ( )3;0;2- ( )1;1;3 -- ( )1;2;3 - cba 453 +-
27 ( )2;3;1 -- ( )0;2;3- ( )1;1;3 -- cba 34 ++-
28 ( )2;3;1 ( )2;3;1 -- ( )1;2;0 cba 345 -+
29 ( )0;3;2- ( )3;1;2 -- ( )1;2;3 cba 42 +-
30 ( )3;2;1 -- ( )1;0;3 ( )0;2;1 -- cba 42 ++-
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2. Найти значения  неизвестных, при которых векторы a  и b  коллинеарны
№

вар.
a b №

вар.
a b

1 kzji
rrr
×+×+×- 32 kjix

rrr
×+×-× 26 15 kzji

rrr
×-×+×- 32 kjix

rrr
×-×+× 23

2 kji
rrr

+×+×- 73 kzjyi
rrr
×+×-×2 16 kjix

rrr
×-×+× 43 kjyi

rrr
×+×- 3

3 kjyi
rrr

+×+×2 kzji
rrr
×-+×4 17 kzji

rrr
×+×-× 23 kjyi

rrr
×+×+- 3

4 kzjyi
rrr
×+×+×7 kji

rrr
×-×+×- 2214 18 kjyi

rrr
×-×+- 3 kjix

rrr
×+×+×- 32

5 kjyi
rrr

-×+×2 kzji
rrr
×-×+ 3 19 kzji

rrr
×+×+- 3 kjyi

rrr
×+×-× 62

6 kjix
rrr
×+×-× 24 kzji

rrr
×+×+× 83 20 kzji

rrr
×+×+×- 34 kjyi

rrr
-×+

7 kzji
rrr
×+×-× 82 kjix

rrr
+×-× 4 21 kzji

rrr
×+×- 4 kjix

rrr
+×+×- 3

8 kjyi
rrr
×+×-× 33 kjix

rrr
-×+× 2 22 kzji

rrr
×+×-× 32 kjyi

rrr
-×+×4

9 kjyi
rrr
×+×- 2 kjix

rrr
×-×+× 42 23 kzjix

rrr
×+×+× 6 kji

rrr
+×+× 32

10 kjyi
rrr

-×+×3 kjix
rrr
×+×+× 32 24 kjyi

rrr
×-×+× 34 kzji

rrr
×+×-× 32

11 kjyi
rrr
×+×-× 56 kzji

rrr
×+×-× 23 25 kjix

rrr
×+×+×- 24 kzji

rrr
×-×+× 23

12 kzji
rrr
×-×+× 42 kjyi

rrr
×-×- 3 26 kjix

rrr
×-+× 2 kjyi

rrr
+×+×- 2

13 kzji
rrr
×-×+× 45 kjix

rrr
×+×+× 22 27 kjyi

rrr
×-×+- 5 kjix

rrr
+×+× 3

14 kjyi
rrr

+×-×- 3 kzji
rrr
×+-- 28 kjix

rrr
×+×+× 82 kjyi

rrr
×-×+- 4

15 kzji
rrr
×-×+×- 32 kjix

rrr
×-×+× 23 29 kjyi

rrr
×-×+×- 42 kzji

rrr
×+×-× 53

16 kjix
rrr
×-×+× 43 kjyi

rrr
×+×- 3 30 kzji

rrr
×-×-× 54 kjyi

rrr
-×+×-8

3. Даны координаты трёх точек А,В,С. Найти скалярное произведение векторов АВ  и АС .
№ вар. А В С

1 ( )1;0;3 ( )3;2;1 -- ( )0;2;1 --
2 ( )3;1;2 -- ( )3;2;1- ( )2;3;2-
3 ( )3;1;2- ( )8;1;4 - ( )3;1;0 --
4 ( )5;2;7 - ( )3;0;6 - ( )7;2;3
5 ( )2;0;5- ( )3;4;4- ( )2;9;7 -
6 ( )0;1;5- ( )1;3;6 -- ( )7;3;4
7 ( )1;0;8 - ( )4;5;1- ( )2;4;0 -
8 ( )2;9;9 - ( )4;11;7 - ( )1;6;5 -
9 ( )0;3;4 - ( )4;5;10 - ( )3;2;2 -
10 ( )3;1;6 -- ( )2;4;4 -- ( )1;2;3
11 ( )1;4;5 -- ( )4;5;10 - ( )3;4;0 -
12 ( )3;5;4 - ( )3;7;0 ( )2;6;2 --
13 ( )0;5;4 - ( )1;1;1 - ( )3;5;4
14 ( )1;6;4 -- ( )0;2;5 - ( )7;3;1 -
15 ( )0;4;5- ( )3;0;6 ( )1;8;4 -
16 ( )3;4;1 -- ( )1;0;5 - ( )6;0;2-
17 ( )1;5;4 - ( )7;1;4 - ( )7;1;0
18 ( )2;3;1 -- ( )1;9;4 - ( )5;3;1
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19 ( )2;2;7 -- ( )2;3;9 -- ( )4;1;0 -
20 ( )1;1;5 -- ( )8;1;3 - ( )4;4;3-
21 ( )3;3;0 - ( )1;5;7- ( )6;1;1
22 ( )8;0;4- ( )9;1;7 ( )0;1;6 --
23 ( )1;1;5 - ( )1;3;8 - ( )1;0;3-
24 ( )2;5;0 ( )3;0;1- ( )1;4;4-
25 ( )0;8;1 -- ( )1;1;6- ( )1;0;4 --
26 ( )5;0;5 ( )0;1;4- ( )7;2;3-
27 ( )2;1;5 -- ( )2;2;9- ( )1;0;3 --
28 ( )2;7;7 ( )4;4;2 -- ( )6;3;0
29 ( )3;3;8- ( )0;9;3 -- ( )2;2;4 -
30 ( )5;1;7 -- ( )8;3;4- ( )1;2;3-

4. Найти косинус угла между векторами.
№

вар.
a b №

вар.
a b

1 ( )1;1;1 --- ( )2;5;1 -- 4 ( )3;0;3 ( )0;1;3 -
2 ( )1;4;0 - ( )0;3;5 -- 5 ( )3;3;4 --- ( )2;3;3 ---
3 ( )3;2;1 ( )1;3;2 -- 6 ( )4;1;2 ( )2;3;4
7 ( )2;2;2 -- ( )0;0;4 20 ( )0;1;0 ( )5;2;2 -
8 ( )1;3;0 ( )5;0;3- 21 ( )3;4;0 - ( )2;3;5 -
9 ( )3;5;3 - ( )3;4;0 - 22 ( )1;4;2 ( )1;4;5
10 ( )4;1;1 -- ( )2;2;5 -- 23 ( )2;1;1- ( )1;1;2 --
11 ( )4;2;1 ( )1;1;5 24 ( )2;4;1 - ( )2;0;2 --
12 ( )0;3;3 ( )2;2;2 25 ( )2;2;4 -- ( )1;2;4 ---
13 ( )1;3;3 -- ( )1;0;1 -- 26 ( )2;2;2 -- ( )2;4;4 -
14 ( )0;1;2 ( )1;1;5 -- 27 ( )1;2;0 ( )3;0;3
15 ( )2;1;2 -- ( )1;1;1 - 28 ( )0;3;4- ( )2;0;1 -
16 ( )3;2;0 - ( )2;2;6 - 29 ( )3;3;1 -- ( )1;2;3 --
17 ( )2;2;2 -- ( )3;4;0 - 30 ( )2;1;0 ( )0;3;3
18 ( )4;2;4 ( )1;4;4 ---
19 ( )2;4;1 -- ( )1;4;4 -



25

5. Используя векторное произведение векторов АВ  и АС , найти площадь треугольника
АВС.
№ вар. А В С

1 ( )1;3;2 -- ( )2;1;0 ( )2;1;3
2 ( )1;2;3 - ( )1;0;1 - ( )2;2;3 -
3 ( )0;2;1 -- ( )1;0;1- ( )3;2;2 -
4 ( )2;0;1 -- ( )0;1;1- ( )2;3;2 -
5 ( )0;2;3 ( )1;2;3 - ( )0;1;2 --
6 ( )1;0;2 -- ( )1;1;0 - ( )2;1;3 --
7 ( )2;1;0 -- ( )1;1;3 - ( )2;2;3 -
8 ( )3;2;1 ( )0;1;3 -- ( )1;1;2 --
9 ( )3;2;0 ( )3;2;1- ( )2;3;2-
10 ( )1;2;3 - ( )2;3;0 - ( )2;2;3 -
11 ( )3;0;2 ( )2;3;1- ( )2;0;1
12 ( )2;3;1 - ( )1;3;1 - ( )3;0;1
13 ( )2;0;3 ( )1;3;2 - ( )3;2;0 -
14 ( )0;3;2 -- ( )2;1;3 -- ( )2;3;0 -
15 ( )3;0;2- ( )1;1;3- ( )1;2;3 -
16 ( )1;3;2- ( )1;3;1- ( )1;3;0
17 ( )2;3;0 ( )3;1;2 - ( )0;3;1
18 ( )3;2;1 - ( )3;1;1 - ( )2;0;3 -
19 ( )1;0;2 -- ( )3;1;0 ( )1;3;2 --
20 ( )2;0;3 -- ( )1;2;3 -- ( )0;2;3 -
21 ( )0;2;3- ( )2;3;1 -- ( )1;3;2 --
22 ( )3;1;2- ( )1;1;0 - ( )3;1;2
23 ( )1;0;3 -- ( )3;2;2- ( )0;1;2-
24 ( )1;2;0 -- ( )1;1;3 - ( )1;0;2
25 ( )3;2;1 ( )2;1;3 -- ( )1;1;3 --
26 ( )1;3;1 -- ( )1;1;2 -- ( )0;1;3
27 ( )2;1;3 - ( )0;1;1 - ( )0;3;1 --
28 ( )3;1;2 -- ( )0;3;2- ( )1;2;3
29 ( )1;2;1 -- ( )0;3;2 -- ( )1;3;2 --
30 ( )1;0;3 ( )3;2;1 -- ( )0;2;1 --
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6. Исследовать компланарность векторов a , b и c .
№ вар. a b c

1 ( )3;2;1 ( )4;0;2 ( )2;4;2 -
2 ( )3;4;4 - ( )2;0;1 ( )5;4;3 -
3 ( )0;1;2 ( )1;3;1- ( )2;1;5
4 ( )2;3;5 - ( )0;3;5 -- ( )1;3;5 -
5 ( )0;1;3 - ( )2;1;3 ( )4;5;2
6 ( )2;2;2 -- ( )3;4;0 - ( )1;2;2 --
7 ( )1;2;0 ( )5;1;1 ( )4;2;3 -
8 ( )2;2;2 -- ( )1;1;4 -- ( )1;1;1 ---
9 ( )1;2;0 ( )3;0;3 ( )2;2;3 --
10 ( )1;3;3 -- ( )1;0;1 -- ( )0;3;2-
11 ( )2;1;1- ( )3;0;2 ( )2;5;1
12 ( )2;1;0 ( )0;3;3 ( )2;2;3 --
13 ( )1;1;2 - ( )2;0;1 - ( )3;4;1 -
14 ( )2;1;2 ( )0;1;3 - ( )2;3;2
15 ( )0;1;2 ( )1;1;5 - ( )1;2;3-
16 ( )3;3;1 -- ( )1;2;3 -- ( )4;5;2 -
17 ( )2;2;4 -- ( )1;2;4 --- ( )1;1;2 -
18 ( )2;2;1- ( )0;1;3 ( )3;4;5
19 ( )2;4;1 - ( )2;0;2 -- ( )4;4;3 -
20 ( )3;5;3 - ( )3;4;0 - ( )0;1;3-
21 ( )3;4;0 - ( )2;3;5 - ( )1;1;5 --
22 ( )3;1;0 - ( )2;1;3 ( )5;1;4
23 ( )2;1;2 --- ( )1;4;4 --- ( )3;2;0 -
24 ( )2;4;0 ( )3;1;1 ( )3;1;2 -
25 ( )4;1;1 -- ( )2;2;5 -- ( )2;3;6 --
26 ( )3;1;2 ( )2;3;1 ( )1;4;0 -
27 ( )4;2;1 ( )1;1;5 ( )3;1;4-
28 ( )1;4;2 ( )1;4;5 ( )1;4;1-
29 ( )2;4;2 ( )1;3;1 ( )2;1;0 -
30 ( )2;4;3 ( )1;2;2 - ( )3;2;1
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