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деляющихся переменных. При задании подходящих граничных условий появляются содержательные и не-
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Введение. В работе изучается класс инвари-

антных решений плоских уравнений равновесия 
несжимаемой среды со степенным реологическим 
законом, допускающий естественную запись 
в разделяющихся полярных координатах. Рас-
сматриваемые уравнения в равной степени при-
менимы для описания ползущих течений вязкой 
степенной жидкости либо деформирования пла-
стического твердого тела со степенным упрочне-
нием. Подобные решения представляют ценность 
для определения расходно-напорных характери-
стик ползущих течений неньютоновских жидко-
стей, энергосиловых параметров процессов обра-
ботки металлов давлением [1], концентрации 
напряжений у кончика трещины в условиях пол-
зучести и пластичности [2, 3]. В настоящей работе 
уравнения равновесия и совместности записыва-
ются в виде однородной квазилинейной системы, 
что существенно упрощает операции с ними [4] 
и позволяет качественно исследовать решения 
нелинейных краевых задач для более глубокого 
понимания упомянутых выше процессов.  

Представление системы уравнений. Рас-
сматриваются плоские квазистатические движе-
ния несжимаемой нелинейно-вязкой среды со 

степенным законом вязкости, подчиняющиеся 
обезразмеренным уравнениям:  
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где σx, σy, τ – компоненты тензора напряжений;  
p – гидростатическое давление; u и v – компонен-
ты вектора скорости; x и y – декартовы ортого-
нальные координаты; x y,   – частные производ-
ные по ним. Значения показателя степени m = 0 
соответствуют идеально пластическому твердому 
телу, m = 1 – линейно вязкой (ньютоновской) 
жидкости; между ними располагаются значения, 
соответствующие реологии некоторых жидкостей 
и металлов в условиях ползучести при повышен-
ных температурах. В работе будут рассматривать-
ся значения показателя степени m[0,1]. При 
необходимости уравнения (1) можно трактовать 
как уравнения движения несжимаемой пластиче-
ской среды со степенным упрочнением.  
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Из уравнений (1) удобно исключить радикал. 
С этой целью для компонент тензоров напряже-
ний и деформаций скорости записываются выра-
жения 
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гарантирующие пропорциональность этих тензо-
ров и несжимаемость поля скоростей перемеще-
ний. Здесь ϕ – удвоенный угол между одной из 
линий максимальных касательных напряжений 
и осью x. Зависимости (2) подставляются в урав-
нения равновесия, а соотношения (3) совместно 
с выражением для вихря скорости 

 1
2 x yq v u   

                      
(4)  

разрешаются в виде 
sin sinx yv q, u q,         

и трансформируются с помощью соотношений 
( ) ( ) ( ) ( )y x x y x y y xu u , v v ,           

в уравнения совместности деформаций скорости. 
В итоге уравнения (1) с учетом (2)–(4) запи-

сываются в виде системы однородных квазили-
нейных уравнений первого порядка: 
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(5) 

Система (5) инвариантна относительно пре-
образования , ,a q aq     ,mp a p   
с параметром a > 0, а также поворотов и растяже-
ний в плоскости независимых переменных. Про-
извольной комбинации таких преобразований 
соответствует инфинитезимальный оператор 

2 ,r q pX r q mp                
   

(6) 

где r, υ – полярные координаты; α, β ― произ-
вольные параметры. Оператор (6) при заданных 

параметрах α, β  генерирует подалгебру – элемент 
оптимальной системы одномерных подалгебр 
алгебры Ли инфинитезимальных операторов пре-
образований, допускаемых системой (5). 

В работе рассматривается случай α = 0, β ≠ 0, 
для которого набор базисных инвариантов преоб-
разования с инфинитезимальным оператором (6) 
выглядит следующим образом: 
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Неособенное инвариантное решение  
( ), ( ), ( ), ( )f f z h h z g g z w w z         (7) 

удовлетворяет системе обыкновенных дифферен-
циальных уравнений: 
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(8)  

Система (8) содержит параметр материала m 
и произвольный параметр β. 

Напряжения у кончика трещины. Пред-
ставление (7) позволяет изучить асимптотику по-
ля напряжений вблизи кончика трещины в мате-
риале со степенной реологией [2, 3]. Система 
уравнений (8) переписывается в виде 
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удобном для численного решения, где 
2 2( cos sin ) 0m w w    . К (9) присоединяются 

граничные условия на свободных границах разреза  

       2 sin 0, cos 0.m m

z z
g f w f w

  
  

  
(10) 

Задача (9), (10) решалась методом Рунге-Кутта 
в сочетании с методом пристрелки, для чего решалась 
начальная задача с двумя условиями (10) в точке  
φ = –π, условием нормировки f(–π) = 1 и условием
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Рисунок 1 – Невязка граничных условий при φ = π  в зависимости  

от значений h(–π) = λ
 
 и β для m = 0,2 (вверху) и m = 1 (внизу) 

 

 
Рисунок 2  – Распределения напряжений для мод нагружения I (слева) и II (справа), m = 0,2.  

Сплошная линия – радиальное, пунктирная – окружное, штрихпунктирная – сдвиговое напряжения 

 
 h(–π) = λ для значений параметров из области 
β[–5, –0.5], λ[–10, 10]. На рисунке 1 приведена 
невязка граничных условий (10) в точке φ = π  как 
функция параметров β и λ для m = 0,2. Нули не-
вязки позволяют установить два собственных ре-
шения (рисунок 2), соответствующих модам I и II 
нагружения тела с трещиной и отвечающих соб-
ственному числу β = –6/5. Эта ситуация является 
типичной для m ≠ 1. Для сравнения на том же ри-
сунке приведена невязка для m = 1, линейного 
случая, имеющего одномерное пространство соб-
ственных функций, отвечающее собственному 
числу β = –2.  

Полученный результат означает, что ни при 
каких нагружениях физически нелинейного тела 
с трещиной напряженное состояние вблизи кон-
чика трещины не может иметь смешанный харак-
тер, что находится в противоречии с общеприня-
той точкой зрения [5].  

Течения в сходящихся каналах. При β = 1
2  

два последних уравнения системы (8) (уравнения 

совместности) удовлетворяются тождественно 
при 1

2cos ( ), sin ( )f w v f w v   . Если рас-
смотреть течение с 0v  , радиальная компонен-

та скорости представляется в виде 1 ( )rv r v  , 
тогда задача нахождения ( )v   сводится к реше-
нию уравнения Абеля II рода 
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К данной системе присоединяются гранич-
ные условия прилипания на стенках канала   

( ) 0v   . 
В качестве третьего условия полагалось 

ограничение расхода 
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Рисунок 3 – Угловое распределение радиальной скорости в канале с углом раствора 2π.  
Слева: штрихпунктирная линия – m = 0.01,  пунктирная – m = 0.3, сплошная – m = 0.5;  
справа: штрихпунктирная линия – m = 0.5,  пунктирная – m = 0.6, сплошная – m = 0.62 
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где Q – константа. На рисунке 3 представлены про-
фили азимутального распределения радиальной 
скорости для Q = 1 и различных значений m. Для 
m < 0.5 расчеты показали, что качественный вид 
распределений не зависит от угла раствора, поэтому 
на рисунке 3 принято   . Установлено, что при 
превышении значения m = 0.5 картина распределе-
ния скоростей качественно изменяется: при 

( )m   появляются противотоки. Для m = 0.5 
уравнение допускает дополнительное понижение 
порядка, его решение было исследовано в [1].  

Заключение. Свойства подобия системы 
уравнений равновесия и совместности несжимае-
мой среды со степенной зависимостью интенсив-
ности напряжений от интенсивности деформаций 
либо скорости деформаций для случая плоской 
деформации позволяют свести систему к четырем 
нелинейным обыкновенным дифференциальным 
уравнениям первого порядка относительно угло-
вых распределений зависимых переменных. Дан-
ная запись оказывается оптимальной как для ана-
литических действий с системой, так и для чис-
ленного решения краевых задач на ее основе. С ее 
помощью численно исследовано распределение 
напряжений у кончика трещины для нелинейного 
материала, свидетельствующее об отсутствии 
смешанных мод напряжений. Данный результат 
побуждает выполнить качественное исследование 
разрешимости нелинейной задачи на собственные 
значения. Также численно изучены ползущие те-

чения в сходящихся каналах, используемые при 
оценках энергосиловых параметров процессов 
обработки металлов давлением, не исследованные 
в широком диапазоне параметров материала 
и процесса, а также вне рамок довольно жесткой 
гипотезы о радиальном характере течения.  

Работа выполнена по программе УрО РАН 
№ 15-10-1-18. 
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