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Выводы. Т а к и м  о б р а з о м ,  к л а с с и ч е с к и м и  ф о р м у л а м и  б ы л и  о п р е д е л е н ы  к о м п о н е н т ы  н а п р я ж е н и й .  Д л я  

у с т а н о в л е н и я  д о с т о в е р н о с т и  в ы п о л н е н ы  т е с т о в ы е  з а д а ч и .  А в т о р о м  п р е д л а г а е т с я  п р и м е р ы  д л я  р а з н ы х  р е г и о н о в  

р е с п у б л и к и .
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Введение
Рассмотрим пример в декартовой системе координат, оси которой обозначим через xbx2,x3, 

деформированное тело занимает область V.
2 < xi > 4, л/6 < х2 > п/3, 2п/3 < x3 > 5п/6 (1)

Пусть известен только тензор Коши

S1J =  С

sinx2cosx3 1(s1nx2s1nx3 + xcosx2cosx3) 1(cosx - xs1nx2s1nx3)

1(s1nx2s1nx3 + xcosx2cosx3) xcosx2s1nx3 1xs1nx2(cosx3 -1) (2)

1 (cosx2 -  x  s1n x  s1n x ) 1 X s1n x  (cosx -1) 0
ч 2 2

Как доказано в работе [1], этот тензор в полной мере характеризует деформированное состояние. Его 
компоненты достаточны для определения поля перемещения. Перемещение находим в виде

Ui(xi,x2,x3)= Ui(xi°, x2°, x3°)+roi2(xi°, x2°, x3°) (x2-x2°)+ 
+ra13(x1°, x2°, x3°) (x3-x3°)+c xi sinx2 c°sx3

U2(xi,x2,x3)= u2(xi°, x2°, x3°)+®2i(xi°, x2°, x3°) (xi-xi°)+
+ro23(x1°, x2°, x3°) (x3-x3°)+c xi sin x2 sinx3

U3(xi,x2,x3)= U3(xi°, x2°, x3°)+®3i(xi°, x2°, x3°) (xi-xi°)+
+ro32(xi°, x2°, x3°) (x2-x2°)+c xic°s x2,

(3)

где xi°, x2°, x3° координаты начальной точки линии интегрирования. В качестве xi°, x2°, x3° можно
использовать координаты любой точки области V, Ui(xi°, x2°, x3°), U2(xi° 
интегрирования, соответствующие параллельному переносу тела.

x2 , x3 ), U3(xi , x2 , x3 ) - постоянные

Аппроксимация производных

дФ
Аппроксимация первой производной ----- функции Ф при х=х1

дх

Разлагаем Ф  = Ф(^2) = Ф ^ + А х) и Ф3=Ф(г ) = Ф(г + Ar2) = Ф(г + aAr) в ряд Тейлора 

около точки Г =  Г и ограничиваемся третьими членами разложения 

(где Ar =  r  -  Г, А 2 =  r  -  Г =  а  A r ):

Ф2 = Ф (г + Ar ) ~  Ф(г ) +
дФ
дr

дФ

• Ar +
1 д 2Ф
2 d r2

Ф3 = Ф(г + aAr ) «  Ф (г ) +------
дг

Л 1 д2Ф• aA r  + —
1 2 д г2

• (A r)2 ,

• a  2(Ar )2.

Умножаем первое из этих уравнений на - а  и складываем со вторым:

- а 2Ф  + Ф, « (1  -  a 2 W , + —  
2 3 v ’ дг

(a  -  a 2 )A r

дФ

дr

a 2 Ф  - Ф 3 - ( a 2 - 1 ^  

( a 2 -  a ) Ar

(4)

(5)

(6) 

(7)

дФ
Аппроксимация первой производной -----функции Ф при х=хп

дх
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Р а з л а г а е м  Фи1=Ф(хи1) = Ф(хи + Ах) и  Фи2=Ф( х п_2) = Ф(хи — 2 Ах) в  р я д  Т е й л о р а  о к о л о  

т о ч к и  X  =  X  и  о г р а н и ч и в а е м с я  т р е т ь и м и  ч л е н а м и  р а з л о ж е н и я :

Фп—1 = Ф(Х n + Ах) ~ Ф(Х n ) +
д Ф

дх
• А х  +

1 д 2 Ф

д Ф

Фп—2 =  Ф (г1 +  2 А г1) ~  Ф (г1) + ог

2 дх 

1 д2Ф
• 2А г  +

1 2 д г2

У м н о ж а е м  п е р в о е  и з  э т и х  у р а в н е н и й  н а  - 4  и  с к л а д ы в а е м  с о  в т о р ы м :

—4Ф2 +Ф3 *(1 — 4)Ф, +дФ
дг

• (  2  — 4 ) А г 1;

д Ф

дх
4  Ф 2 — Ф 3 — 3  Ф : 

2 А х

• (Ах)2, (8)

• 4(Аг[)2. (9)

(10)

(11)

д Ф
Аппроксимация первой производной -----функции Ф при х1<х,-<хп(для внутренних точек)

дх

д Ф  ,  Ф +1 — Ф —1

д х  х= х  2 А х
( 1 2 )

Расчет напряженно-деформированного состояния в среде Matlab
С  у ч е т о м  ф о р м у л ы  ( 2 - 1 1 )  к о м п о н е н т ы  д е ф о р м а ц и и  и м е ю т  в и д

1 )  т е н з о р ы  д е ф о р м а ц и й  

e 1 1 = c ( t ) * s i n ( o ( j ) ) * c o s ( f ( k ) ) ;

e 1 2 = c ( t ) * 0 . 5 * ( s i n ( o ( j ) ) * s i n ( f ( k ) ) + r ( i ) * c o s ( o ( j ) ) * c o s ( f ( k ) ) ) ;  

e 1 3 = c ( t ) * 0 . 5 * ( c o s ( o ( j ) ) - r ( i ) * s i n ( o ( j ) ) * s i n ( f ( k ) ) ) ;  

e 2 2 = c ( t )  * r ( i )  * c o s ( o ( j ) ) * s i n ( f ( k ) ) ; 

e 2 3 = c ( t ) * 0 . 5 * r ( i ) * s i n ( o ( j ) ) * ( c o s ( f ( k ) ) - 1 ) ;

e 3 3 = 0 ;

2 )  т е н з о р ы  н о р м а л ь н ы х  и  к а с а т е л ь н ы х  н а п р я ж е н и й  

c i g x = e 1 1

c i g y = e 2 2

c i g z = e 3 3

t a u _ x y = e 1 2

t a u _ x z = e 1 3

t a u _ y z = e 2 3

е = [ e 1 1  e 1 2  e 1 3 ;  e 1 2  e 2 2  e 2 3 ;  e 1 3  e 2 3  e 3 3 ] -  т е н з о р  д е ф о р м а ц и й

3 )  з а п и ш е м  п р о г р а м м у  д л я  н а х о ж д е н и я  м а к с и м а л ь н о г о  и  м и н и м а л ь н о г о  п е р е м е щ е н и я  к о о р д и н а т ы  и  

к о м п о н е н т ы  д е ф о р м а ц и и  т о ч к и

u x = u 1 ( j , i , k )

u y = u 2 ( j , i , k )

u z = u 3 ( j , i , k )

i f  ( i — = 1 ) & & ( i — = n 1 ) ,

d u x _ d x = ( u 1 ( j , i + 1 , k ) - u 1 ( j , i - 1 , k ) ) / ( x 1 ( j , i + 1 , k ) - x 1 ( j , i - 1 , k ) ) ;  

d u y _ d x = ( u 2 ( j , i + 1 , k ) - u 2 ( j , i - 1 , k ) ) / ( x 1 ( j , i + 1 , k ) - x 1 ( j , i - 1 , k ) ) ;  

d u z _ d x = ( u 3  ( j , i + 1  , k ) - u 3  ( j , i - 1  , k ) ) / ( x  1 ( j , i + 1 , k ) - x 1 ( j , i - 1 , k ) ) ;  

e l s e i f  i = = n 1 ,

d x = x  1 ( j , i , k ) - x 1 ( j , i - 1 , k ) ;

a = ( ( x 1 ( j , i , k ) - x 1 ( j , i - 2 , k ) ) / d x ) A 2 ;

b = ( a - s q r t ( a ) ) * d x ;

d u x _ d x = ( ( a -  1 ) * u 1 ( j , i , k ) - a * u 1 ( j , i - 1 , k ) + u 1 ( j , i - 2 , k ) ) / b ;
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d u y _ d x = ( ( a - 1 ) * u 2 ( j , i , k ) - a * u 2 ( j , i - 1 , k ) + u 1 ( j , i - 2 , k ) ) / b ;

d u z _ d x = ( ( a - 1 ) * u 3 ( j , i , k ) - a * u 3 ( j , i - 1 , k ) + u 1 ( j , i - 2 , k ) ) / b ;

e n d

i f  ( j ~ = 1 ) & & ( j ~ = n 2 ) ,

d u x _ d y = ( u 1 ( j + 1 , i , k ) - u 1 ( j - 1 , i , k ) ) / ( x 2 ( j + 1 , i , k ) - x 2 ( j - 1 , i , k ) ) ;  

d u y _ d y = ( u 2 ( j + 1 , i , k ) - u 2 ( j - 1 , i , k ) ) / ( x 2 ( j + 1 , i , k ) - x 2 ( j - 1 , i , k ) ) ;  

d u z _ d y = ( u 3 ( j + 1  , i , k ) - u 3  ( j - 1  , i , k ) ) / ( x 2 ( j + 1  , i , k ) - x 2 ( j - 1 , i , k ) ) ;  

e n d

i f  ( k ~ = 1 ) & & ( k ~ = n 3 ) ,

d u x _ d z = ( u  1 ( j , i , k + 1 ) - u 1  ( j , i , k - 1 ) ) / ( x 3  ( j , i , k + 1 ) - x 3 ( j , i , k - 1 ) ) ;  

d u y _ d z = ( u 2 ( j , i , k + 1 ) - u 2 ( j , i , k - 1 ) ) / ( x 3 ( j , i , k + 1 ) - x 3 ( j , i , k - 1 ) ) ;  

d u z _ d z = ( u 3  ( j , i , k + 1 ) - u 3  ( j , i , k - 1 ) ) / ( x 3  ( j , i , k + 1 ) - x 3 ( j , i , k - 1 ) ) ;  

e n d

4 )  н а х о д и м  т е н з о р  н а п р я ж е н и я  

e 1 1 = d u x _ d x ;

e 1 2 = 0 . 5 * ( d u x _ d y + d u y _ d x ) ;  

e 1 3 = 0 . 5 *  ( d u x _ d z + d u z _ d x ) ; 

e 2 2 = d u y _ d y ;

e 2 3 = 0 . 5 *  ( d u y _ d z + d u z _ d y ) ; 

e 3 3 = d u z _ d z ;

e = [ e 1 1  e 1 2  e 1 3 ;  e 1 2  e 2 2  e 2 3 ;  e 1 3  e 2 3  e 3 3 ]

5 )  н а х о д и м  т е н з о р  в р а щ е н и я  

w 1 1 = 0 ;

w 1 2 = 0 . 5 *  ( d u x _ d y  - d u y _ d x ) ; 

w 1 3 = 0 . 5 *  ( d u x _ d z - d u z _ d x ) ; 

w 2 2 = 0 ;

w 2 3 = 0 . 5 *  ( d u y _ d z - d u z _ d y ) ; 

w 3 3 = 0 ;

w = [ w 1 1  w 1 2  w 1 3 ;  - w 1 2  w 2 2  w 2 3 ;  - w 1 3  - w 2 3  w 3 3 ]

Н а  р и с у н к е  1 о б л а с т ь  V  п о к а з а н а  с л е в а .  С п р а в а  п о к а з а н ы  п р е о б р а з о в а н и я  о б л а с т и  V ,  с о о т в е т с т в у ю щ и е

с  =  0 . 2 8 .

Р и с  . 1 .  К р у ч е н и е  п р и  с = 0 . 2 8 .  С л е в а  н а ч а л ь н о е  с о с т о я н и е  

Т о ч к о й  F  п о к а з а н о  м а к с и м а л ь н о е  п е р е м е щ е н и е .  Т о ч к а  с  к о о р д и н а т о й  

K 1 = 1 . 5 1 2 0 e + 0 0 1  K 2 = 1 . 5 7 0 8 e + 0 0 0  K 3 = 3 . 1 4 1 6 e + 0 0 0

Т е н з о р  д е ф о р м а ц и и :
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з  =

'  - 2.1875e- 001 
-8.5781e+000 

V -8.5781e+000

- 8.5781e+ 000 
0

-1.1113e+000

-8.5781e+000^ 
-1.1113e+000

Т е н з о р  н а п р я ж е н и й  д л я  э т о й  т о ч к и :

'  - 2.8000e- 001 -1.7145e-017 - 6.0008e- 017 >
= -1.7145e-017 8.3987e- 033 -1.1200e+000

V - 6.0008e- 017 -1.1200e+000 0 7

Т е н з о р  в р а щ е н и я :

'  0 8.5781e+ 000 8.5781e+ 000л

3 ~
- 8.5781e+ 000 0 4.0750e- 003

V - 8.5781e+ 000 - 4.0750e- 003 0 7

Н о р м а л ь н ы е  н а п р я ж е н и я :

а х  =  - 2 . 8 0 0 0 e - 0 0 1 М П А  

О у  =  8 . 3 9 8 7 e - 0 3 3 М П А  

=  0

К а с а т е л ь н ы е  н а п р я ж е н и я :

=  Тух з Т)В =  Tzy 3 Txz =  Tsx 3

Т  =  - 1 . 7 1 4 5 e - 0 1 7 M n A , r  =  - 6 . 0 0 0 8 e - 0 1 7 М П А ,  г  =  - 1 . 1 2 0 0 e + 0 0 0 М П А
X y  X z  yZ

П е р е м е щ е н и е :

U x  =  - 1 . П 2 0 e + 0 0 1 м м ,  и ^  =  1 . 3 7 1 6 e - 0 1 6 м м ,  и г  =  6 . 8 5 8 0 e - 0 1 7 м м .

Выводы. В  д а н н о й  р а б о т е  п о к а з а н о ,  ч т о  т е н з о р  д е ф о р м а ц и и  К о ш и ,  с ч и т а ю щ и й с я  г о д н ы м  т о л ь к о  д л я  

м а л ы х  д е ф о р м а ц и й ,  н а  с а м о м  д е л е  я в л я е т с я  п о л н о в е с н о й  х а р а к т е р и с т и к о й  д е ф о р м и р о в а н н о г о  с о с т о я н и я  п р и  

б о л ь ш и х  д е ф о р м а ц и я х .
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