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Рассматривается методика автоматизированного вывода уравнений шатунных кривых в система 
Maple для различных типов диад и механизмов.

Результаты работы могут быть использованы при решении задач кинематического анализа и 
метрического синтеза плоских рычажных механизмов.
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Одной из самых важных и трудных задач в механике машин является задача кинематического ана
лиза и синтеза хотя бы плоских рычажных механизмов. Интересная задача получается при получении урав
нения шатунной кривой простых рычажных механизмов с вращательными и поступательными парами. В 
этой работе предлагается автоматизированное получение шатунных кривых в системе компьютерной мате
матики Maple.

Пусть задано уравнение шатунной кривой в виде F (x , у  ) = 0 и требуется спроектировать простой 
плоский механизм воспроизводящий эту зависимость по крайней мере приближенно. Если точка М (х ,  у) 
лежит на кривой F {x ,y )  = 0 то координаты любой другой точки шатуна например B (xb , vb) являются 
функциями от х, у  следующего вида

х в = М х ,У) , \  ( 1 )

У В = f 2(x ,y)  1
Для получения уравнений вида (1) рассмотрим три различные диады, которые наиболее часто 

встречаются при кинематическом анализе и синтезе механизмов и приводят к уравнения шатунных кривых 
наиболее высокого порядка..
Задача 1. Рассмотрим диаду типа ВВ (на рисунке 1 она самая левая), и найдем координаты точки В , выра
женные через координаты точки м .

хв = x -kco s(co  + a )  + bcosa , 

у в = у  - к sin(® + a )  + b sm a

Рисунок 1. Диады типа ВВ, ПВ и ВП для вывода уравнений шатунной точки

Кроме этого основного уравнения имеем следующие очевидные соотношения
а  = х  + /3 -(о

cos Д
2k р

х  у  г-,------ т
co s^  = —, s m x  = — , p  = J x - + y -

Р Р

Подставляя предыдущие соотношения в уравнения (2) получим после преобразования искомые рекуррент
ные кинематические преобразования

VO + WT '
( 3 )

хв = х  +

Ув=У  +

2 к
V T -W O  

2 к
где

V = ±
л/4к 2р 2 -  (р - + к 2- с 2f  w  _ р - + к 2 -  с2

Р~ Р~
О = xb sin с о -у ф  cos со-к), Т  = yb  sin со + хф  cos со -к )
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На рисунке 2 показан пример построения шарнирного четырехзвенника из диады ВВ для двух сборок, при
этом точка М  движется по окружности. Точка В очерчивает две различные шатунные кривые соответ
ствующим разным сборкам.

Рисунок 2. Пример построения механизма для диады ВВ в системе Maple

Подставляя соотношения (3) в уравнение окружности, на которой должна лежать точка В
(xB- d f + y 2B = а \

получаем искомое уравнение шатунной кривой
и 2 + V 2 = w 2

(4)

(5)
где
U  = а[(х - k )cosy  + у sin^](x2 + у 2 +b2 - r 2) - b x [ ( x - k ) 2 + у 2 + а 2 —i?2],
V = а[(х - k ) s m y  -  у  cosy \ (x2 + у 2 +b2 - r 2) + by[{x- к ) 2 + у 2 + а 2 —i?2], (6)
W = 2cib sin у[х(х  -  к) + y 2kyctgy\

В формулах (5) и (6) заменены обозначения конкретно для механиз
ма, изображенного на рисунке. Как мы видим из предыдущих фор
мул уравнение шатунной кривой имеет шестой порядок. Для выпол
нений громоздких вычислений и преобразований в системе компью
терной алгебры Maple созданы соответствующие программы. Для 
каждой диады составлены программы кинематического преобразо
вания шатунных кривых от точки М  к точке В . Аналогичная про
цедура имеется и для обратного преобразования, т.е. для заданной

точки В определяются координаты точки М . Кривые обратного преобразования здесь не приводятся т.к. 
они являются симметричными относительно прямого преобразования.
Задача 2. Рассмотрим диаду типа ПВ (на рисунке 1 она находится в середине) и найдем координаты точки 
В , выраженные через координаты точки М .

хв = х + kcosS-bcos(ct) + 8), 
ув = b$>m(a> + 8)

(7)

Кроме этого основного уравнения имеем следующие очевидные тригонометрические соотношения угла

sin 8 У
к ’

cos 8 = ±

д

Подставляя эти значения в уравнение (7), получим искомые соотношения для координат точки В
Z>sinfi> k-bcoscoхв =х + — -— у ± -----------

к
b cos со b sin со 

У в = — ;— J  + — -— Ф’2 ~.

( 8 )

Двойному знаку перед квадратным корнем в формулах (8) соответствуют два различных положения точки 
В при одном и том же положении точки м .

Для вывода уравнения шатунной кривой, описываемой точкой М  дезаксиального кривошипно
шатунного механизма, запишем уравнение окружности, описываемой точкой В .

МАШИНОСТРОЕНИЕ 231



Известия КГТУ им. И.Раззакова 32/2014

хв (.Ув ~ а (9)

Уравнение шатунной кривой, описываемой точкой М , получается после подстановки в уравнение (9) ре
куррентных соотношений (8). Уравнение в традиционной записи имеет вид (5) для которого введены следу

ющие обозначения
U = а(х2 + у 2 + Ъ2 — г2) sin у  + 2 Ъу{х — е),

V = а(х2 + у 2 +Ъ2 - r2)c o sy -2 Ь х (х -е ) ,
W = 2ab(xsiny + у  cos у)
Здесь введены несколько другие обозначения согласно конкретному ме
ханизму, изображенному на рисунке справа. Как мы видим из уравнений 
(5) и (10) в данном случае для кривошипно-шатунного механизмы мы по
лучили уравнение шатунной кривой четвертого порядка.

На рисунке 3 показан пример построения кривошипно-шатунного механизма из диады ПВ для двух сбо
рок, при этом точка К4 движется по окружности. Точка дочерчивает две различные шатунные кривые со
ответствующим разным сборкам.

Рисунок 3. Пример построения механизма для диады ПВ е системе Maple

Задача 3. Рассмотрим диаду типа ВП (на рисунке 1 она находится справа) и найдем координаты точки В , 
выраженные через координаты точки м .

хв = x  + k c o s a , у в = y  + k s m a  (11)
Для получения рекуррентных соотношений следует выразить функции sin от и cos от через координаты 
(х, v) точки М . Имеем вполне очевидные соотношения

a  = co+% -S,

e -k s m c o

Р

■sjp2 - { e -k s m a > )2 

Р
sin8  = -—" "  , cos8  = ± — ---- —— p  = Ĵx2 + y 1

X . V
cos x =—~ s m / = - ,

P P
Подставляя последние соотношения в формулу (11) после некоторых преобразований получим искомое ре
куррентное соотношение между координатами точек В и м .

хв = x±k{xcosm - у  sin со) 

ув = х ± k{x sin со + у  cos со)

yjp2 - ( e - k s in a f
+ к(е - к  sin со) X S U 1 0  +  V C O S 0

Р~ Р~

4 р 2 -(e -ksincof  , ,  , . xcoso-vsin®
;------- — - k ( e - k s m a ) ---------- :-------

( 12)

Р~ Р~
Для получения уравнения шатунной кривой необходимо предыдущие 
соотношения подставить в уравнение траектории точки В . Например 
в уравнение окружности

x l +{yB- d ) 2=a2 (13)
Для конкретного кулисного механизма, с учетом принятых на рисунке 
обозначениями, можно записать коэффициенты уравнения (5) в сле
дующем виде.
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U = (к -х )(х 2 + у 2 +b2 —r2) + 2b(e + bsxn.a)(xsxa.a— vcosa), 
V = у (х2 + у2 +Ь2 - r 2)-2b(e+bsina)(xcosa + ysina),
W = 2b cos а[х(х -к )  + у 2 + kvtga]

(14)

Как мы видим из уравнений (5) и (14) мы получили уравнение шатунной кривой, которая имеет также ше
стой порядок.

На рисунке 4 показан пример построения кривошипно-кулисного механизма из диады типа ПВ для 
двух сборок, при этом точка М движется по окружности. Точка дочерчивает две различные шатунные кри
вые соответствующим разным сборкам.

Рисунок 4. Пример построения механизма для диады ВП е системе Maple

Разработанный пакет прикладных программ в системе Maple позволяет получать уравнения шатун
ных кривых в аналитической и численной форме. Кинематические преобразования шатунных кривых с по
мощью диад позволит использовать программы при синтезе плоских рычажных механизмов. Кроме этого 
аналитические представления шатунных кривых позволит глубже изучить их свойства и возможности, по
лучить новые условия существования механизма и кривошипа, построить различные механизмы для вычер
чивания сложных траекторий с новыми свойствами.
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